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Exemples d’espaces de Banach ;
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Chapitre 1

Topologie des espaces vectoriels normés

Motivation : Pour de nombreux problémes pratiques de la vie quotidienne, ainsi que pour
des problémes scientifiques fondamentaux, nous avons besoin de calculer des distances entre des
objets, ou encore d’étudier précisément les propriétés géométriques de ces derniers. Par exemple,
on utilise tous des applications qui servent & nous donner le chemin le plus court (ou le plus
rapide) pour se rendre d’un point A a un point B. Selon le mode de transport que ’on souhaite
utiliser (routes, réseaux ferrés, aériens, etc.), le calcul des distances peut différer car les réseaux
ne sont pas les mémes. Cependant, on peut souvent représenter ces réseaux comme des sous-
ensembles d’espaces vectoriels (R?, R3, M, (R), ...).

Mais alors, comment calculer la distance entre des points d’'un espace vectoriel ?

C’est ici que les normes entrent en jeu. En quelque sorte, une norme est une généralisation de
la valeur absolue | - | des nombres réels. On utilise les espaces vectoriels pour modéliser des
situations, et les normes pour calculer des distances. Les espaces vectoriels normés fournissent
ainsi un cadre formel et rigoureux pouvant s’appliquer & de trés nombreux cas, ils sont donc
utilisés trés souvent pour résoudre des problémes physiques et mathématiques.

En fait, nous irons rapidement plus loin que simplement calculer ou comparer des distances.
Nous généraliserons les concepts de suites convergentes, d’applications continues, d’applications
dérivables, etc. Nous étudierons également les propriétés géométriques des espaces normés et
de leurs sous-ensembles, d’oul le terme topologie dans le titre de ce premier chapitre. En effet,
I’étymologie du mot « topologie » est éloquente : En Grec, topos signifie lieu tandis que logos
signifie étude. Ce domaine des Mathématiques s’intéresse donc a I’étude des lieux, appelés en
général espaces, et aux propriétés qui les caractérisent.

Historiquement, ce n’est que vers 1920 que la notion formelle et abstraite d’espace normé est

dégagée (bien que des espaces normés particuliers étaient utilisés depuis plus la fin du XIX¢siécle).
On la doit principalement a S. Banach (1892-1945) qui, dans sa thése de 1920 intitulée “Sur les
opérations dans les ensembles abstraits et leur application aux équations intégrales”, écrit :
« L’ouvrage présent a pour but d’établir quelques théorémes valables pour différents champs fonc-
tionnels, que je spécifie dans la suite. Toutefois, afin de ne pas étre obligé a les démontrer isolé-
ment pour chaque champ particulier, ce qui serait bien pénible, j’ai choisi une voie différente que
voici : je considére d’une facon générale les ensembles d’éléments dont je postule certaines pro-
priétés, j'en déduis des théorémes et je démontre ensuite de chaque champ fonctionnel particulier
que les postulats adoptés sont vrais pour lui. »

Notation : Dans tout ce cours, E désignera un K-espace vectoriel (K =R ou C).
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1 Définition - Normes sur K"

__‘ Définition 1.1: Notion de norme.

Une application NV : E — R, est appelée norme si et seulement si les trois propriétés
suivantes sont vérifiées :

(i) Vee E, N(x) =0 = z=0. (Séparation)
(11) Ve € E, VA € K, N(Ax) = |\|N(z). (Homogénéité positive)
(iii) Y(z,y) € E*, N(z +y) < N(z) + N(y). (Inégalité triangulaire)

On dit alors que E est un espace vectoriel normé.

P L L

Notation : Trés souvent, nous noterons ||z|| a la place de N(z). De plus, lorsque 1'on souhaite
préciser la norme considérée sur un espace F, on écrira souvent : “ Soit (E, || - ||) un espace
vectoriel normé”.

Remarque :

e Pour tout x,y dans un espace vectoriel normé (E, || - ), on a

izl = flylll < {lz + vl

L’assertion ci-dessus généralise “[’inégalité triangulaire renversée” que vous utilisez parfois
avec la valeur absolue, sa démonstration est identique et est laissé en exercice.

e L’homogénéité positive implique en particulier que ||z|| = || — z|| et |z — y|| = ||y — z||.

____________________________

_l Définition 1.2: Distance associée a une norme. ‘

Si (E, ||-||) est un espace vectoriel normé, alors la distance associé a ||-|| est 'application
d: E x EF— R, donnée par

d(z,y) = [lz —yl|.

e

Exemples : Pour tout z = (z1,...,2,) € K", on définit
n
e La norme 1 : ||z|; = Z |z
i=1

n 1
e La norme 2 : ||z|j2 = (Z ]a;i\Q)Z.
i=1
e La norme infinie : ||z|c = max{|zi|,..., |zn|}.

Remarque : La norme 1 est parfois aussi appelée “distance de Manhattan” ou encore “taxi-
distance”. En effet, elle peut étre utilisée pour calculer la distance entre deux points parcourue
par un taxi lorsqu’il se déplace dans une ville oit les rues sont agencées selon un réseau ou
quadrillage. La norme 2 est appelée norme euclidienne. Il s’agit de la norme que vous utilisez
depuis le collége pour calculer la distance entre deux points dans le plan ou dans ’espace; On
parle aussi de “distance a vol d’oiseau” dans le langage courant.

8
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Ci-contre, les chemins rouge, jaune et bleu
sont tous des chemins qui permettent de re-
lier les points aux extrémités de maniére op- /
timale pour la norme 1 (i.e. en minimisant /

la “longueur du trajet”). Le chemin vert en /
diagonal représente 'unique chemin que doit /
emprunter un marcheur s’il veut optimiser
son parcours pour la norme 2.

e De maniére plus générale, nous pouvons aussi définir la norme p pour p € [1, +oo[ comme

suit :
1

Vo = (@1,mn) €Kzl = (D lwl?)”

=1

Notre premier objectif est de démontrer rigoureusement que les applications définies ci-dessus
sont effectivement des normes sur K™. Les axiomes de séparation et d’homogénéité positive sont
assez faciles & démontrer, nous les laissons en exercice.

Exercice : Démontrer que, pour tout p € [1,+00], la norme p vérifie les axiomes de séparation
et d’homogénéité positive de la définition d’une norme.

La partie difficile réside dans la démonstration de 'inégalité triangulaire. Nous aurons alors
besoin des résultats ci-dessous.

_J Lemme 1.3: Inégalité de Young.

% = 1. Si a, b sont deux réels positifs alors on a

Soient p, q €]1, +o0o[ tels que ]l) +
al bl

ab < — + —.

p q

Démonstration. Si a ou b est nul, alors cette I'inégalité est clairement vérifiée. On suppose donc
que a > 0 et b > 0. On a alors

m@w:mmyumwzimmw+2m@w

Puis, comme %—Fé = 1 et la fonction logarithme est concave, de I’égalité ci-dessus nous obtenons

1 1
In(ab) < In <ap + bq> :
p q

On conclut en passant a 'exponentielle dans I'inégalité précédente. O

_J Proposition 1.4: Inégalité de Holder. v ’

Soient p,q €]1,4o00[ tels que ]%—i— % = 1. Alors, pour tout z = (z1,...,2,) € K" et
y=(y1,-..-,yn) € K" :

S o] < (z rxirp) (z w) |
=1 =1 =1

———m e em ===y
S E E e s s E-----
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Démonstration. Si ||z||, = 0, alors z; = 0 pour tout ¢ € [1,n] et ainsi 'inégalité est clairement
vraie. De méme si ||y|l; = 0, on peut donc supposer que ||z||, # 0 et [|y||; # 0.
Etape 1 : Supposons que ||z, = ||yl = 1.
D’aprés I'inégalité de Young, nous avons alors pour tout i € [1,n] :
| | < |xl| |yl|q
'l 7/ .
p q

En sommant ces inégalités de 1 jusqu’a n nous obtenons

- - ’xz‘p ‘yz =
Z |ziyi| < Z 7 = Z| il? + Z lyil9.
i=1 i=1 1.4

Or, nous avons supposé que |[z|, = 1 et donc |z|h = D7, |z;|P = 1. De méme |y||d =
> i1 lyil? = 1. On reporte ces valeurs dans I'inégalité ci-dessus :

n

1 1
d ziyil < -+ = = 1= |lzlpllyllq,
i=1 P g

ce qui termine la premiére étape.

Etape 2 Dans le cas général, on suppose toujours que ||z, # 0 et ||y|][; # 0 et on pose
= s Yy = ﬁ € K". Par homogénéité des normes p et g, nous avons [[z'[|, = 1 et
p q

ly/]lq = 1, ainsi nous pouvons appliquer la premicre étape a z’ et 3/ :

21 |yil -
Z LV <1 e Szl < 2l Iyl

llp [lylle ~ =

ce qu'il fallait démontrer. O

Remarques :

1. Lorsque p et ¢ vérifie la relation % + % = 1, on dit que ¢ est ’exposant conjugué de p et
réciproquement. Si p = 1, son exposant conjugué est alors +oo.

2. L’inégalité de Holder pour p = g = 2, c’est-a-dire

Vo,y €KY, ) iy < <Z |$i|2) (Z |yi|2> = [lz/l2/lyll2,
=1 i=1 i=1

permet de retrouver une autre inégalité bien connue : L’Inégalité de Cauchy-Schwarz. Elle
peut étre démontré directement en utilisant le fait que la norme 2 provient d’un produit
scalaire.

3. L’inégalité de Holder reste valable dans le cas p = 1 et ¢ = 400 dans le sens suivant :

n n
Va,y €K"Y lriil < (Z !%\) max{[yi,- - [ynl} = ll2[1[|Y]lco-
i=1 i=1

10
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Proposition 1.5: Inégalité de Minkowski. L

Sin e N* et p e [l,400], alors
Ve,y €K™ lz +ylp < lzllp + lyllp-

Ainsi application | - ||, : € K" + |[|z||, définit une norme sur K".

fmm Em EmEmmEEm----

Comme nous ’avons mentionné un peu plus t6t, les axiomes de séparation et d’homogénéité
pour montrer que || - |, est une norme sont faciles & prouver. Leur démonstration est donc laissée
en exercice. Nous allons simplement traiter ci-dessous le cas de I'inégalité triangulaire.
Démonstration. Les cas p =1 et p = 400 découlent simplement de I'inégalité triangulaire pour
| - |, ils sont laissés aussi en exercice.

On suppose donc que 1 < p < 400, et on note g son exposant conjugué. Remarquez que :
14-1:1 = et <~ p=(p—1)q.
p q q p
Soient z,y € K". On peut supposer que ||z+y||, # 0 car sinon I'inégalité est clairement vérifiée.
Grace a 'inégalité triangulaire pour |- |, on a :

n n

n n
-+l ="l +yil =D Jwi 4 willws +yilP <> Nl + P il s
i=1 i=1 i=1 =1

On applique alors I'inégalité de Holder sur chacune des deux sommes pour obtenir
1

1
q

n n P n
DLl |z +yalP Tt < (Z\mi|p> (Z\mﬁyil(p”q) = |lellpllz + 5/
i=1 i=1 i=1

et
1
q

1
n n ) n
S oo+ P < (z w) (z " +yi|<p1>q) R
i=1 =1 =1

Ainsi
|z + 5 < (2l + Iyl + ylIB.

Or nous avons également que p/q = p— 1. Ainsi on obtient I'inégalité souhaitée en divisant par

|z + 2/

de chaque cdté de l'inégalité précédente. O

Nous terminons cette partie avec la définition ci-dessous.

Définition 1.6: Normes équivalentes. L

Soit E un espace vectoriel et soient N1 et Ny deux normes sur E. On dit alors que N7 et
Ny sont équivalentes si il existe deux constantes ¢; > 0 et co > 0 telles que

o mmmmEmm----

Exemples : : Sur R?, les normes || - ||1, || - [l2 et || - [|[oo définies ci-dessus sont deux a deux
équivalentes. En effet, nous avons pour tout z € R? :

o [ lloo <+ 1l <20+ oo,

11
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o [ lloo <11+ ll2 < V21| - llos,
o [I-ll2 <11+ lle < V21 [l2.

Nous laissons la vérification en T.D.

En fait, nous montrerons un peu plus tard que toutes les normes sur K" sont équivalentes.
En revanche, trouver les constantes d’équivalences optimales entre deux normes données peut
s’avérer difficile, c¢’est un sujet de recherche trés actif (“Analyse en grande dimension”).

2 Quelques éléments de topologie

Dans toute cette section, (F,| - ||) est un espace vectoriel normé.

_‘ Définition 1.7: Boule ouverte - Boule fermée - Sphére.

e On appelle boule ouverte de centre a € E et de rayon r > 0 ’ensemble

o8]

(a,r)={x € E| ||z —al <r}.

e On appelle boule fermée de centre a € E et de rayon r > 0 I’ensemble

o8]

(a,r)={z e E||z—a] <r}.
e On appelle sphére de centre a € E et de rayon r > 0 ’ensemble

S(a,r)={z € E| ||z —al =r}.

Remarque : Dans le cas ott a = O et 7 = 1 on parle de boule unité ouverte pour B(0, 1), boule
unité fermé pour B(0, 1) et de sphére unité pour S(0, 1). Le dessin ci-dessous représente la sphére
unité de R? muni de la norme | - ||,, pour différentes valeurs de p.

-05 |

Définition 1.8: Ensemble borné. ’

On dit qu'un ensemble A C E est borné si il existe M > 0 tel que :

Vi € A, ||z]| < M.
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De maniére équivalente, un ensemble A est borné dans FE si et seulement si il existe M > 0
tel que A C B(0, M).

__‘ Définition 1.9: Ouvert - Fermé.

e Une partie A de FE est dite ouverte si pour tout a € A, il existe r > 0 tel que
B(a,r) C A. On dit aussi que A est un ouvert de E.

e Une partie A de E est dite fermée si son complémentaire A = E'\ A est un ouvert.
On dit aussi que A est un fermé de E.

Exemples : Bien str, les boules ouvertes sont des ouverts, et les boules fermés ainsi que les
sphéres sont des fermés de E (cf T.D.). De plus, E et () sont a la fois des ouverts et des fermés.
A votre avis, que dire de {z} est de E \ {z} pour un certain x € E?

Dans R muni de la norme | - |, les intervalles du type ]a,b] (a < b) sont des ouverts et les
intervalles du type [a, b] sont des fermés. A votre avis, que dire des intervalles suivants : | — oo, af,
| — 00, al, |a,+o0], [a,+o0[?

A Il existe des ensembles qui ne sont ni des ouverts, ni des fermés!

Par exemple, dans ’espace normé (R, |- |), I'ensemble [0, 1] n’est pas un ouvert : toutes les
boules centrées en 0 intersectent le complémentaire. De plus [0, 1[ n’est pas un fermé puisque son
complémentaire | —o0o, 0[U[1, 400 n’est pas un ouvert : toutes les boules centrées en 1 intersectent
[0, 1].

J Proposition 1.10: Unions et intersections d’ouverts/fermeés. \ 4

1. Toute union d’ouverts est un ouvert.

2. Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.
3. Toute intersection fermés est un fermé.
4

. Toute union finie de fermés est un fermé.

Démonstration. Nous allons démontrer uniquement les deux premiers points, les deux suivants
s’obtiennent par passage au complémentaire. Montrons la premiére assertion : Soit (O;);es une
famille d’ouverts de E, et soit & € | J;c; O;. Alors il existe i € I tel que x € O;. Puisque O; est
un ouvert, il existe 7 > 0 tel que B(z,r) C O;. Ainsi B(x,7) C ;7 Os et donc (J;c; O; est un
ouvert de F.

Montrons maintenant la deuxiéme assertion. Soit (O;)7_; une famille finie d’ouverts de E. Si
z € iy O, alors pour tout 1 < ¢ < n, il existe r; > 0 tel que B(z,r;) C O;. On pose alors
r:=min{r; | 1 <7 <n}. On aalors, pour tout i € [1,n], B(x,r) C B(z,r;) C O;. Ceci implique
que B(z,7) C N, O;, et donc (), O; est un ouvert. O

Remarque : A Une union infinie de fermés peut étre ni ouvert, ni fermé. De méme pour
une intersection infinie d’ouverts. Par exemple dans (R, |- |), on considére les ensembles ouverts
Op =] — 1.1 et les fermés F, = [-1,1 — 1]. Alors

ﬂ O, =10,1] et U F,, = [—1,1] (ensembles ni ouvert, ni fermé).
neN* neN*

Nous allons terminer cette partie avec les notions ci-dessous.

13
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Définition 1.11: Voisinage, Intérieur et Adhérence.

Soient A une partie de E et & un point de F.
e On dit que A est un voisinage de x s'il existe r > 0 tel que B(z,r) C A.

e On dit que x est intérieur a A si il existe r > 0 tel que B(x,r) C A.
L’ensemble des points intérieurs a A est appelé [intérieur de A et est noté A.

e On dit que z est dans l’adhérence de A si toute boule ouverte B(z,r) avec r > 0
contient au moins un point de A, i.e. Vr > 0, B(z,r) N A # 0.
L’ensemble des points adhérents a A est appelé l’adhérence de A et est noté A.

Remarque : D’aprés la définition d’intérieur, on peut reformuler la définition d’ouvert comme
suit : A C F est ouvert si et seulement si A est un voisinage de chacun de ses points.

Les propriétés suivantes caractérisent l'intérieur et I'adhérence de A, nous laissons les dé-
monstrations en exercices (cf. T.D.).

__[ Proposition 1.12

’

Soit A un sous-ensemble d’un espace vectoriel normé F.
(1) A est un ouvert inclus dans A.

(11) A est égal a I'union des ouverts inclus dans A.
C’est ainsi le plus grand ouvert inclus dans A.

(iii) A est ouvert si et seulement si A = A.

l Proposition 1.13

P

Soit A un sous-ensemble d’un espace vectoriel normé F.
(i) A est un fermé qui contient A.

(ii) A est égal a I'intersection des fermés contenant A.
C’est ainsi le plus petit fermé contenant A.

(iii) A est fermé si et seulement si A = A.

Pour aller plus loin : 1l s’agit en fait d’une notion plus générale qui s’applique & un grand nombre
d’ensembles différents, et donc pas simplement aux espaces normés. Un espace topologique est un
couple (F,T), ou E est un ensemble et 7" une topologie sur E, a savoir une famille de parties de
E — que l'on appelle les ouverts de (E,T') — vérifiant les propriétés suivantes : 'ensemble vide et
FE appartiennent a T'; toute union d’ouverts est un ouvert ; toute intersection finie d’ouverts est
un ouvert. Les espaces topologiques forment le socle minimal permettant de définir les notions
de limites, continuité, voisinage, etc.

14
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Théoréme 1.15

Soient N1 et Ny des normes sur un espace vectoriel E. Alors N1 et Ny sont équivalentes
si et seulement si elles donnent la méme topologie sur E.

Evidemment, par passage au complémentaire, le théoréme précédent implique que deux
normes sont équivalentes si et seulement si les fermés pour ces deux normes coincident.

Démonstration. Soit O une partie de . On souhaite démontrer que
O est un ouvert de (E, N1) <= O est un ouvert de (E, Na).
Puisque N et Ny sont équivalentes, il existe ¢; > 0 et co > 0 tels que
Ve e E, c¢1Ni(z) < Na(z) < caNi(z).

Supposons que O soit un ouvert de (E, Np). Soit x € O. Alors il existe r > 0 tel que By, (z,r) C
O. On pose 1’ = ¢yr. Un calcul direct montre que

y € By, (z,7") <= No(z—y) <r' = c|Ni(z—y) <7 < Ni(z—y) <r < y e By,(z,7).

Par conséquent, By, (x,r") C By, (x,r) C O, ce qui démontre bien que O est un ouvert pour
(E, N3). Par symétrie des roles, si O soit un ouvert de (E, Na) alors c’est aussi un ouvert de
(E, Ny).

Passons & la réciproque. Supposons Nj et Ny donnent la méme topologie sur E. Alors la boule
ouverte By, (0,1) est donc un ouvert pour Na. Donc il existe ¢; > 0 tel que By, (0,¢1) C
Bn, (0,1). Ceci est équivalent a :

[V$ € E, v € Bn,(0,¢1) = x € By, (0, 1)} — [V:c €E, Na(z) <cp = Ni(z) < 1]

— [va: € B, e1Ni(z) < Nz(a;)].

De méme, la boule ouverte Bp,(0,1) est un ouvert pour Nj, donc il existe » > 0 tel que
Bn,(0,7) C Bn,(0,1). Ceci implique que rNa(x) < Ni(z) pour tout x € E, autrement dit :
No(z) < eaNy(z) avec ¢y = 1 > 0. O

Définition 1.16: Topologie induite.

=4 o 9 e s eeses s s s e e EEE e EEEEEEEEEEEEEEEEEEEE===®

Si A est une partie d’un espace vectoriel normé F, alors la topologie induite sur A est
I’ensemble des ouverts de E intersectés avec A, c¢’est-a-dire

{ONA|O ouvert de E}.

On dit alors que O est un ouvert de A si il existe un ouvert O’ de F tel que O = O’ N A.
De méme, [’ est un fermé de A si il existe un fermé F’ de E tel que F' = F' N A.

Pour des raisons pratiques, nous introduisons les notations
Ba(a,r) :={x € Al||lz—al|<r} et Bala,r):={xecAllz—al<r}
Il s’agit de la boule ouverte dans A de centre a et de rayon r > 0 et de la boule fermée dans A

de centre a et de rayon r > 0. Remarquez alors que

15
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U est un ouvert de A <= Va € U, Ir > 0, By(a,r) C U.

F est un fermé de A <= A\ F est un ouvert de A.

Remarques :
e On dit souvent qu’un ouvert de A est la trace sur A d’un ouvert de FE.

e Si O est un ouvert de E avec O C A, alors O est un ouvert de A (de méme, tout fermé de
E inclus dans A est fermé dans A).

° A Un ouvert de A pour la topologie induite n’est pas forcément ouvert de E (de méme
pour les fermés). Par exemple, si £ = R est muni de |-| et si A =]—1, 1], alors |0, 1] =]0, 2[NA
est ouvert de A mais pour autant |0, 1] n’est pas un ouvert de R.

e En revanche, si A est un ouvert de F, alors tout ouvert de A est un ouvert de E.

Exemple : Soit £ = R munide |-| et soit A = {0, 1}. Alors, tous les sous-ensembles de A sont des
ouverts de A. En effet ) = 0N A, {0} =] — 3, 3[NA, {1} =3, 3[NA et enfin {0,1} =] — 1,2[NA.
Lorsque cela est vérifié, on dit que la topologie induite sur A est discréte, et que A est un
sous-ensemble discret de E.

4 Suites dans les espaces vectoriels normés

Soit E un espace vectoriel normé. Une suite dans E est une application v : n € N +— u, € E.
On notera souvent les suites sous la forme (uy,)nen, comme dans le cas des suites réelles. 11 faut
simplement se rappeler que, pour tout n € N, u,, € F.

Définition 1.17: Suite convergente.

On dit qu'une suite (up)peny C E converge vers une limite ¢ € E si la suite réelle
(€ = un||)nen converge vers 0, c’est-a-dire :

Ve >0,3ng e N\Vn e Nj[n >ny = |[€ —u,|| < el

On note alors sans surprise : £ = lim .
n—-+00

Remarque : De maniére équivalente, (u,)neny C E converge vers £ € E si pour tout voisinage
U de ¢ (ou encore toute boule B(/,¢)), il existe ng € N tel que pour tout n > ng : u, € U.

Proposition 1.18: Unicité de la limite.

Démonstration. Raisonnons par I'absurde et supposons que (u,)neny C E posséde deux limites
e Eetl € E. On alors :

() O 0=El =1t —un+un =] < 1= un] + 1" = un].

Puisque (uy)nen converge vers £, ona lim |[£ —uy|| = 0. De méme lim ||¢/ —uy,|| = 0. Ainsi,
n—-+0o n—-+00

16



1.4. SUITES DANS LES ESPACES VECTORIELS NORMES 17

en passant a la limite dans (x), on obtient

o< |e—=2 <o,

c’est-a~dire |[£ — ¢'|| = 0 et ainsi £ = ¢’ car || - || est une norme sur E. O

Exercice : Donner une caractérisation de “(u,)nen est une suite convergente dans R (d €
N*)” en terme des coordonnées des termes uy,.

Définition 1.19: Suite bornée. ’

On dit qu’une suite (uy)neny C F est bornée si

IM > 0,Vn € N, ||lu,|| < M.

Démonstration. Soit (up)neny C E convergeant vers un élément ¢ € FE. D’aprés la définition
de convergence avec ¢ = 1, il existe ng € N tel que pour tout n > ng, ||u, — ¢|| < 1. D’aprés
I'inégalité triangulaire renversée nous en déduisons que

Vi >no, lunl <14 [€].

Posons alors m = max{||lug||,...,||un,—1]|} puis M = max{m, 1+ ||¢]|}. Il est facile de vérifier
que ce choix de M convient : Vn € N, [Ju,|| < M. O

La proposition ci-dessous est classique, nous laissons sa démonstration en exercice.

Proposition 1.21: Opérations sur les limites. L

Soient (F, ||-||) un espace vectoriel normé, (uy)nen, (Vn)nen C E deux suites convergentes
et A € K. Alors on a les propriétés suivantes :
1. La suite (up + vpn)nen converge et lim (up +v,) = lim wu, + lim wv,.
n——+00 n—-+0o00 n——+0o00

2. La suite (Aup)nen converge et lim Aup, = A lim w,.
n—-+00 n—-+0o00

3. La suite (||[A\up||)nen converge et lim [[Auy,|| = |A] || Hm  w,l.
n—-+0o00 n——+o0o

A Comme il est souvent possible de définir plusieurs normes sur un méme espace vectoriel F,
la notion de convergence est étroitement liée au choix de la norme sur cet espace. Il peut donc
y avoir des suites qui sont convergentes pour une certaine norme mais pas pour une autre. En
revanche, deux “normes equivalentes” ont toujours les mémes suites convergentes :

17
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Proposition 1.22

1
1 . . 2 .
i Soient N7 et Ny deux normes sur un espace vectoriel £. Alors N7 et No sont équivalentes
! . . . .

' osiet seulement si toute suite convergente pour N7 est aussi convergente pour Ny (vers la
' méme limite), et vice-versa.

1

3

Démonstration. © =—> 7 Supposons que N; et No sont équivalentes. Il existe donc deux

constantes ¢; > 0 et ¢y > 0 telles que
(x) VxeE, cNi(z)< Nay(z)<coNi(z).

Soit (un)nen une suite dans E. Nous devons montrer que (u,)nen converge pour Ni si et

seulement si elle converge pour No. Si la suite converge pour Nj alors il existe £ € E tel que
lirf Ni(¢ — uy,) = 0. D’aprés (x) nous avons

n—- oo

0< lim No(f—wup) < lim eoNi(£—uy) =0,
n—-—+00 n——+00
et donc la suite (uy,)nen converge vers £ pour No également. La démonstration de “convergence
pour Ns implique convergence pour N1” étant trés similaire, elle est laissée en exercice.

“ «<=" Raisonnons par contraposée et supposons donc que N; et N» ne soient pas équivalentes.
Cela signifie que, pour toute constantes fixées ¢; > 0 et ¢o > 0, au moins une des deux inégalités
dans l'assertion (%) ne peut étre vérifiée. En particulier, pour n € N* on pose ¢; = % et co=n
dans (x) et au moins une des deux inégalités n’est pas satisfaite. Quitte a extraire une sous-suite,
on peut supposer qu’il s’agit toujours de la méme inégalité qui est cassée, disons la deuxiéme :

Vn € N* 3z, € E\ {0}, Na(x) > nNi(z).

Posons u,, = . Par homogénéité de la norme, remarquez que

VN, (@)

_ Ni(zn) 1
Nu(un) = \/H;\fl(xn) = T

Par conséquent, (u,)nen tend vers 0 pour Nj. En revanche, on observe aisément que (uy)nen
ne converge pas pour la norme Ny puisque qu’elle n’est méme pas bornée :

_ Nl 1 Nbe) o
NQ(Un) = \/ﬁNl(xn) - \/ﬁNl(mn) > \/ﬁ B \Fn—%‘roo too.

On invite le lecteur ou la lectrice & reproduire 'argument dans le cas ou la premiére inégalité
dans (%) n’est pas vérifice : Vn € N*, 3z, € E\ {0}, Ni(zp) > %Ng(xn). O

La théoréme suivant peut étre paraphrasé de la maniére suivante : la topologie d’un espace
normé est caractérisée par la convergence des suites.

Théoréme 1.23: Caractérisation séquentielle des fermeés. v

18
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Démonstration. Nous allons démontrer chacune de deux implications par la contraposée.

Supposons qu’il existe une suite (uy)peny C A convergeant vers ¢ ¢ A. On souhaite alors dé-
montrer que A n’est pas un fermé de F, i.e. A° n’est pas un ouvert de E. En effet, en utilisant
la définition de convergence, pour tout 7 > 0 il existe un certain u, € B(¢,r). Or u, € A pour
tout n € N. Ainsi, on a ¢ € A° mais pour autant chaque boule B(¢,r) intersecte A, et donc

Vr>0, B(lr)¢ AC

ce qui montre que A° n’est pas un ouvert de E.

Réciproquement, on suppose que A n’est pas un fermé (i.e. A° n’est pas un ouvert), et on
souhaite démontrer qu'il existe une suite (uy,)nen d’éléments de A qui converge vers une limite
€ A¢. Comme A€ n’est pas un ouvert, on a

dx € A°Vr >0, B(z,r) ¢ A

En particulier, pour tout n € N*, il existe x,, € B(m,%) tel que z,, ¢ A° (i.e. z, € A). La
condition z, € B(z,1) sécrit aussi ||z, — z|| < L et implique donc que la suite (z,)nen
converge vers x. Puisque (z,)neny C A, nous avons bien construit la suite recherchée. O

_[ Corollaire 1.24: Caractérisation séquentielle de ’adhérence.

________________

=

Soient F un espace vectoriel normé et A une partie de E. Alors x € A si et seulement si
il existe une suite (xy,)neny C A qui converge vers .

Démonstration. “ => 7 Si x est dans 'adhérence de A, alors Vr > 0, B(xz,r) N A # 0. On
peut alors réaliser la méme construction que dans la précédente démonstration : Vn € N*,
Jdz,, € B(x, %) N A tel que x,, € A. La suite (z,,)neny C A converge alors vers z.

“ <=7 Supposons qu’il existe une suite (z,)neny C A qui converge vers x. Puisque A C A et A
est un fermé, on obtient alors x € A d’aprés le théoréme précédent. O

Nous terminons cette partie autour de la notion de densité que vous avez déja rencontrée en
L1.

_J Définition 1.25: Densité.

Dans un espace vectoriel normé E on considére un sous-ensemble fermé A et une partie
D C A. On dit que D est dense dans A si et seulement si D = A.

Autrement dit, D est dense dans A si pour tout point x € A, il existe une suite d’éléments
de D qui converge vers .

- -y

Exemples : L’ensembles QQ des nombres rationnels est dense dans R. Pour la démonstration,
on utilise le fait que R est archimédien. Si vous souhaitez vous rafraichir la mémoire, je vous
conseille de regarder cette courte vidéo, les démonstrations des densités de Q et R\ Q y sont
détaillées (a noter que la définition de densité différe légérement, mais elle en fait équivalente,
voir cette vidéo pour le détail).
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5 Continuité

Dans toute cette partie, F et F' désigneront des espaces vectoriels normés et A un ouvert de
E. On muni donc A de la topologie induite par E.

Définition 1.26: Limite d’une fonction en un point.

P e B N ~

Soient f : A — F une fonction et zg € A. On dit que f admet une limite en xg si il
existe £ € F tel que

Ve>0,30>0,Vz €A, |lz—xollp<d = ||f(z)— | <e.

On note alors sans surprise lim f(x) = £.
Tr—x0

Vous avez déja étudié cette définition I’année derniére pour £ = R" et F' = RP, en cours
de “Fonctions de plusieurs variables”. Nous allons donc simplement rappeler deux propriétés
importantes, sans les démontrer.

e Si f admet une limite en xq, alors cette limite est unique.

o Linéarité de la limite :

lim f(z) =4 et lim g(z) =4l = lm (A1 f(z)+Xeg(x)) =\ lim f(z)+A 2 lim g(z).
r—xQ r—To r—xQ

T—T0 Tr—x0

o Caractérisation séquentielle : lim f(x) = € si et seulement si pour toute suite (up)peny C A
T—T0

qui converge vers xo, la suite (f(un))nen converge vers L.

A Il faut cependant étre capable de fournir les démonstrations de ces résultats.

_‘ Définition 1.27: Continuité. ’

Soient f : A — F une fonction et g € A. On dit que [ est continue en z( si f admet
une limite en z( et si cette limite vaut f(z), c’est-a-dire :

Si f est continue en tout point d’un ensemble A C F, on dit que [ est continue sur A.

E Ve>0,36>0, Vo €A, |lz—mollp <6 = ||f(z)— f(zo)|r <e.

Remarques :

e On peut remplacer les inégalités larges par des inégalités strictes dans cette définition.

e De maniére équivalente,
f est continue en rg <= Ve >0, 36 >0, x € Ba(x9,d) = f(x) € B(f(x0),¢)

> Ve >0,30 >0, f(Ba(zo,d)) C B( )

)

CB ($0
< Ve >0,30>0, f(Ba(zo,9)) CB(

(o

, €

f )
f(xo),€).

20
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Proposition 1.28: v

Si f: A— F est une fonction, alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) f est continue sur A;

(71) L’image réciproque de tout ouvert de F' est un ouvert de A;

(#47) L’image réciproque de tout fermé de F' est un fermé de A;

mm EmEmmmEmmmE---

Démonstration. “(i) == (ii)” : Soit O un ouvert de F. On souhaite montrer que f~1(Op)
est un ouvert de A. Soit g € f~!(Op). Par définition, f(zg) € Or. Comme O est un ouvert,
il existe € > 0 tel que B(f(z¢),e) C Op. Par continuité de f en zo, il existe 6 > 0 tel que

f(Ba(zo,9)) C B(f(z0),e) C Op.

Or pour tout sous-ensembles Ay C E et By, Bs C F,on a A; C f~1(f(A1)) et By C By —
F7YB1) C f7YBy). Ces faits généraux appliqués aux inclusions ci-dessus donnent :

Ba(zo,6) C f1(f(Ba(zo,9))) C f1(Op).
Ceci démontre bien que f~1(Op) est un ouvert de A.

“(it) = (1)” : Montrons la continuité de f en un élément zy € A quelconque. Soit € > 0
fixé. Puisque B(f(z0),€) est un ouvert de F, son image réciproque est un ouvert de A. Comme
zo € fYB(f(w0),¢)), il existe & > 0 tel que Ba(xo,d) C fH(B(f(x0),¢)). Or, si B C F alors
f(f7Y(B)) C B;etsi Ay C Ay C F alors f(A1) C f(Az). On déduit alors de ces faits généraux

f(Ba(w0,0)) € £(f7 (B(F(20).9)) ) € B(f(o). ),

ce qu’il fallait démontrer.
“(ii) <= (i17)” s’obtient par passage au complémentaire. Détaillons I'implication “(ii) =

(791)”. Si B est un fermé de F' alors

A\ f7U(B) = fTH(F\ B).

Or F\ B est un ouvert de F', donc f~!(F\ B) est un ouvert de A par hypothése. Ceci implique
que A\ f~1(B) est un ouvert de A et donc que f~'(B) est un fermé de A. La démonstration
de (ii1) = (ii) est trés similaire, elle donc laissée en exercice. O

Rappelons ensuite quelques opérations sur les fonctions continues (sans démonstration) :

e La somme et le produit (lorsqu’il a du sens) de fonctions continues sont des fonctions
continues.

e Le quotient (lorsqu’il a du sens) d’une fonction continue par une fonction continue ne
s’annulant pas est une fonction continue.

e La composition (lorsqu’elle a du sens) de fonctions continues est une fonction continue.

Puisque nous allons utiliser la propriété suivante a diverses reprises, nous préférons I’énoncer
dans un environnement séparé. Il s’agit d’une conséquence directe de la caractérisation séquen-
tielle de la limite de f en xg avec £ = f(xg).
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Théoréme 1.29: Caractérisation séquentielle de la continuité.

7
i Soient f : A — F une fonction et zy € A. Alors f est continue en g si et seulement
! si pour toute suite (u,)nen C A qui converge vers xo, la suite (f(un))nen converge vers

f(xo).

Enfin, nous terminons avec la définition d’une application lipschitzienne et son lien avec la
continuité.

Définition 1.30: Applications lipschitziennes.

R e B e e e e e e e T T R T R R ~

Soit k > 0 et soit f: A — F une fonction. On dit que f est k-lipschitzienne sur A si

Y(z,y) € A%, |If(z) = FW)lF < kllz — yllp-

On dit que f est lipschitzienne si elle est k-lipschitzienne pour un certain k£ > 0, et on
dit qu’elle est contractante si elle k-lipschitzienne pour un certain k < 1.

fm Em Em EmEmEEEE=--—-—-

Exercice : Si f est lipschitzienne sur A, alors elle est continue sur A.

Exemple : La fonction f: z € Ry — /x est continue sur R mais elle n’est pas lipschitzienne
sur Ry. En effet,

6 Applications linéaires continues.

Définition 1.31: Application linéaire. L

Soient E et F' deux espaces vectoriels. Une application u : ' — F est dite linéaire si :

Théoréme 1.32: Caractérisation des applications linéaires continues. \ 4

Soit u : £ — F une application linéaire. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) u est continue sur E';

(74) u est continue en 0;

(iv) u est bornée sur B(0, 1), i.e. Iea > 0, Vz € B(0,1), |Ju(z)||r < ca;

)
)
(7i1) Il existe ¢1 > 0 tel que : Va € E, ||u(x)|r < a||z|z;
)
(v) w est bornée sur S(0,1), i.e. ez > 0, Va € S(0,1), ||u(z)||r < cs3.

Démonstration du Théoréme 1.32. L’implication (i) = (i7) est évidente.

Démontrons l'implication (i1) = (¢i7). D’aprés la définition de la continuité en 0 (avec € = 1),
il existe n > 0 tel que si ||z]|g < n alors ||u(x)||Fr < 1. Soit alors € E quelconque. Supposons
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"
[E

que x # 0. On pose alors 2’ := 2. On a alors par homogénéité de la norme :

n
12"l = ——llzlle = n.
[E41¥5
Par conséquent nous avons

‘ <HxnuEx>

1
= [u@lle < Zlels:

U
(Edp>

Ui
Ju(z)|F <1 = u(z)| <1 = H Ju(z)lFr <1

<1— |

F

Cette derniére inégalité est clairement vérifice pour = = 0. Ainsi nous avons bien (iii) avec

1
=1
1=

L’implication (iii) == (iv) est relativement évidente puisque si x € B(0, 1), alors |lu(z)| <
c1l|z]|g < e1. Ainsi u est bornée sur B(0,1) (par la constante ¢i provenant de (iii)), et donc il
suffit de poser ¢y = ¢;.

L’implication (iv) = (v) est triviale puisque S(0,1) C B(0,1) (et donc I’ensemble u(S(0, 1))
est borné par la constante ca provenant de (iv)). Par conséquent il suffit de poser ¢z = cs.

Enfin, montrons 'implication (v) = (7). Puisque u est bornée sur S(0, 1), il existe cg > 0 tel
que
Ve €5(0,1), [u(@)lr < cs.

Par linéarité de u est homogénéité de la norme on obtient aisément
Ve e B, |u(@)|r < el
(c’est-a-dire I’assertion (iii) avec ¢; = ¢3). En remplacant = par = — y on obtient :

V(@,y) € B |lul@) = u@)lF = [u(@ - )| < cslle — ylle-

Ceci implique que u est c3-lipschitzienne et donc en particulier que u est continue sur E. O

Remarque : D’aprés le raisonnement de la démonstration ci-dessus, les meilleures constantes ¢
(i.e. les plus petites) apparaissant dans les assertions (7ii), (iv) et (v) sont en fait toutes égales.
Autrement dit, si u est continue alors

u(x) || F
sup LONP _ o @)l = sup ul@) e
e205 1ZE  J2)e<t | p=1
Meilleure c; Meillglrlre co Meilleure c3
En effet, si on note
u(x)||p
spim sup POE s Ju@le, 5= sw Ju@le,
e20p  |ITllE 2] z<1 Iz p=1

alors la démonstration de (ii4) = (4v) montre que sy < s;. Puis la démonstration de (iv) =
(v) montre que s3 < so. Enfin la démonstration de (v) = (iii) montre que s; < s3. Ceci
implique bien que s1 = sy = s3. O
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Définition 1.33: Espace des applications linéaires continues. L

On note L(E, F) ’ensemble des applications linéaires continues de E dans F. Il s’agit d’'un
espace vectoriel normé lorsqu’il est muni de la norme d’opérateur (ou norme subordonnée)
ci-dessous :

Vue L(E,F), |lull:= sup |lu(z)|r= sup [u(z)|Fr.

[zl z<1 [zlz=1

.
S EEEEEE e E .. --———---

Nous laissons au lecteur ou a la lectrice la vérification du fait que [|-|| défini une norme sur
L(E,F). 1l est important de se souvenir que, d’aprés le (iii) de la proposition précédente, si
u € L(E, F) alors

Ve c B, lu@)|r < [lull <]z

Donnons deux propriétés de (L(E, F), |||-|||) qui serviront dans la suite de ce cours.

__| Proposition 1.34

' SiueL(F,G) et veL(E,F) alors uow € L(E,G) et [[uo|] < [[u]] - o] :

Démonstration. Un calcul direct montre que pour tout x € E

[uov(@)lla = llu(v(@)lla < lllull llo@@) e < fllull [l ]z,

ce qui montre que uov € L(E,G) et ||uov|| < ||ul] vl O

__| Proposition 1.35

E SiueL(E,F)etsi AC E est borné, alors u(A) est borné dans F. l

Démonstration. Si A est borné dans E alors il existe M > 0 tel que pour tout x € A, ||z||g < M.
On a alors

Ve e A |lu(@)l[r < lull 2]z < lllull M.

On pose alors M’ = ||ul| M et on a pour tout y € u(A), |yllr < M, ie. u(A) est borné. O

Remarque : La proposition précédente est fausse dans le cas de 'image réciproque : Si B C F
est borné, alors u~1(B) n’est pas nécessairement borné. Par exemple, il suffit de considérer
I'application linéaire u : z € R+— 0 € R et B = {0}.

Définition 1.36: Isomorphisme.

e=d R e e emmmEmEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE®®E®®®S®S®®®=®=®=®===== ~

i Ondit que T : E — F est un isomorphisme si T est une application linéaire continue,
' bijective, de réciproque T~!: F — E linéaire continue également.
' On note Isom(F, F') 'ensemble des isomorphismes de E dans F.
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Remarques :

1. SiT : E — F est une application linéaire bijective, alors sa réciproque est nécessairement
linéaire. En effet :

Tfl()\yl—i—yg) = Tﬁl()\T(.%'l)—f—T(HZ'Q)) = Tﬁl(T()\xl—i—xg)) = A1+t = )\Tﬁl(yl)—i-Tfl(yg).

2. SiT: E — F est un isomorphisme, alors

1
Vz € E, MHJJHE <|NT@)l[e < TN =]l

Proposition 1.37

Soient F un espace vectoriel et N1, Ny deux normes sur E. Alors N1 et Ny sont équivalentes
si et seulement si Id : x € (E, N1) — x € (E, N3) est un isomorphisme.

Démonstration. L’application Id considérée ci-dessus est clairement linéaire et bijective (indé-
pendamment des normes considérées). Il faut donc uniquement se convaincre que Id et Id~!
sont continues si et seulement si N1 et Ny sont équivalentes. Or cela découle simplement des
observations suivantes :

Id:z € (E,N;) — x € (E, N2) continue <= Jc; >0, Vo € E, Na(z) < ¢; Ni(x).
Id:z € (E,Ng) — z € (E, Ny) continue <= Jcg >0, Vo € E, Ni(x) < caNa(z).

O

Remarque : Si T : E — F est un isomorphisme, alors on peut définir une nouvelle norme
équivalente a || - || sur E comme suit :

Vo€ E, N(z)=|T(z)|r

,_‘ Corollaire 1.38 \

Soit T' : E — F un isomorphisme entre deux espaces vectoriels normés, et soit K C FE.
Alors

(1) K est un ensemble borné de E si et seulement si T(K) est un ensemble borné de F.

)

)

(7i7) K est un ensemble ouvert de E si et seulement si T'(K) est un ensemble ouvert de
F.

En particulier, si N et N/ sont deux normes équivalentes sur F, alors K est un ensemble
borné (respectivement fermé, ouvert) de (E, N) si et seulement si c’est un ensemble borné
(respectivement fermé, ouvert) pour (E, N').

(7i) K est un ensemble fermé de E si et seulement si T'(K) est un ensemble fermé de F'.

7 Un peu de topologie dans ’espace des matrices carrées.

Dans cette partie, on se place dans M, (K), I'espace vectoriel des matrices carrées de taille
n a coefficients dans K. Il est possible de définir plusieurs normes sur cet espace. On peut par
exemple s’inspirer des normes p sur K™ en définissant

VM = (mij)1<i<n € Mp(K), Np(M) := ( Z ’mij’p)l/p'

1<5j<n

25



1.7. UN PEU DE TOPOLOGIE DANS L’ESPACE DES MATRICES CARREES. 26

Une autre approche assez naturelle et d’exploiter les liens entre matrices et applications linéaires
sur K". Plus précisément, on peut voir M comme la matrice d’une application linéaire de (K", || -
|lp) dans(K"™, [|-]|4) (ot p,q > 1), et donc on définit la version matricielle de la norme d’opérateur :

VM = (mij)lgign € Mn(K)a HM

1<j<n

pa = sup{[MX|lg | [[X]l, = 1},

ol X ci-dessus désigne un vecteur colonne dont les coordonnées dans la base canonique sont
(x1,...,2n) € K" Il y a évidemment beaucoup d’autres exemples de normes qui présentent
souvent un intérét particulier selon le contexte.

En fait, puisque M,,(K) et un espace de dimension finie, nous verrons que toutes les normes y
sont équivalentes et donc elles y définissent la méme topologie. C’est pourquoi, on peut considérer
n’importe laquelle d’entre elle dans la suite de cette partie, le choix n’aura pas d’importance.

Nous allons nous intéresser d’abord au groupe général linéaire d’ordre n :

GL,(K) := {M € M, (K) | M est inversible}.

Proposition 1.39

Démonstration. L’application det : M, (K) — K est continue. Or GL,(K) = det™!(K*), et
donc GL,(K) est un ouvert comme image réciproque d’un ouvert par une application continue.
Montrons ensuite que GL,(K) est dense dans M,,(K), ce qui impliquera nécessairement que
GL,(K) n’est pas borné. Soit M € M, (K). On considére la suite (My)ren C My (K) définie
par My = M — Q%In. Il est facile de vérifier que M} converge vers M, par exemple pour la
norme Ny, définie un peu plus tot. Or la suite (det(My))ken ne s’annule qu'un nombre fini de
fois. En effet,

1 1
det(My) =0 <= M — Q—kln non inversible <<= o est une valeur propre de M.

Or I'ensemble des valeurs propres de M est de cardinal au plus n, d’ott notre affirmation. Ainsi,
en notant I 'ensemble des indices k tels que det(My) = 0, la suite (M) ren s C GL(K) et elle
converge vers M, ce qu’il fallait démontrer. O

Considérons maintenant le sous-ensemble des matrices inversibles de déterminant 1, c’est-a-
dire le groupe spécial linéaire d’ordre n :

SL,(K) := {M € GLy(K) | det(M) = 1}.

Proposition 1.40

Démonstration. Comme SL,(K) = det ' ({1}), c’est un fermé comme image réciproque d’un
fermé par une application continue.

Montrons que SL,(K) est d’intérieur vide. Soit M € SL,(K). Nous allons montrer que toute
boule B(M,r) n’est pas incluse dans SL,,(K), ce qui montrera bien que M n’est pas intérieur
a SL,(K), et donc SL,,(K) est d’intérieur vide. On considére de nouveau la suite (M)gen C
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M, (K) définie par My = M—%kfn. Cette suite converge vers M, et de plus la suite (det(My))ren
ne peut prendre qu’un nombre fini de fois la valeur 1. En effet, sinon le polynéme y s —1 (ot xas
est le polynome caractéristique de M) admettrait une infinité de racine, i.e. s est constant et
égal & 1, ce qui est impossible puisqu’il est de degré n. Ainsi, pour tout k£ suffisamment grand,
on a My, ¢ SL,,(K) et de plus My € B(M,r) car (My)ren converge vers M.

Pour finir, toute les matrices Dy, := Diag(k, %, 1,...,1) pour k € N* appartiennent a SL, (K),
et un calcul direct montre que Noo(Dy) = k — 400, et donc SL, (K) n’est pas borné. O

Pour aller plus loin : Bien stir, on peut se poser les mémes questions concernant d’autres sous-
ensembles de M,,(K), tels que par exemple ’ensemble des matrices de rang r € [1,n], ’ensemble
O (R) des matrices orthogonales (det(M) = £1), ’ensemble des matrices diagonalisables, etc.
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Chapitre 2

Compacité et applications

Motivation : Vous connaissez certainement le théoreme de Bolzano—Weierstrass qui énonce
que toute suite réelle bornée admet une sous-suite convergente. Les premiéres idées de ce résultat
sont dues & Bolzano (1781-1848) en 1817 dans sa preuve du théoréme des valeurs intermédiaires
(a Paide du théoréme des segments emboités). Puis c’est Weierstrass (1815-1897), cinquante ans
plus tard, qui énonga et démontra le résultat énoncé ci-dessus, en s’inspirant des idées de Bolzano.
Notre premier objectif est de généraliser ce résultat pour les espaces vectoriels normés, i.e. on se
demande si :

Question :

Est-ce qu’une suite bornée dans un espace vectoriel normé admet toujours une sous-suite

convergente ¢

Cette question nous méne vers notre définition de la compacité : Un ensemble est dit com-
pact si toute suite de cet ensemble admet une sous-suite convergente. Cette terminologie est
da & Fréchet (1878-1973) en 1906 qui s’intéressa a des généralisations du théoréme de Bolzano—
Weierstrass. D’aprés le premier chapitre, la convergence des suites dépend de la norme considérée,
sauf lorsque les normes étudiées sont équivalentes. Or nous avons vu qu’il est possible de définir
de nombreuses normes par exemple sur R™... D’ou la question ci-dessous :

Question :

Existe-t-il des normes non équivalentes sur R™ ¢

L’étude des sous-ensembles compacts de R™ nous permettra de généraliser le théoréme de
Bolzano—Weierstrass et de répondre a cette question. La compacité est une notion fondamentale
en analyse, elle posséde de nombreuses autres applications que celle présentées dans ce cours.

Nous mentionnerons en fin de chapitre le lien entre la compacité et la propriété de recouvre-
ment de Borel-Lebesgue. Le nom de cette propriété rend hommage au mathématicien francais
Emile Borel (1871-1956), qui étudia cette propriété de recouvrement pour les intervalles en 1898,
et au mathématicien frangais Henri Lebesgue (1875-1941) qui améliora le résultat de Borel en
1904. La notion abstraite d’ensemble compact se développa ensuite avec entre autres les travaux
de Fréchet, Hausdorff, Alexandroff et Urysohn.

Notation : Dans le reste de ce cours, (E, || -||) désigne un espace vectoriel normeé.
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1 Suites extraites

Commengons par rappeler la définition d’une suite extraite.

-=-

Définition 2.1: Suite extraite/Sous-suite. L

Soit (up)nen une suite de E. On dit qu’'une suite (v, )pen est une sous-suite de (un)nen
(ou suite extraite de (up)nen) si il existe une fonction ¢ : N — N strictement croissante
telle que pour tout n € N, v, = uy,). On dit qu'une telle application ¢ : N — N est une
extractrice.

P

Par exemple, les suites des termes d’indices pairs et impairs, (uop)nen €t (U42n+1)neN, sont
des suites extraites de (uy)nen-

Remarques :

e Comme ¢ est strictement croissante, cela implique en particulier que ¢ est injective et pour
tout n € N, p(n) > n. Parfois, on notera ny, := (k) et (un, )ken & la place de (uy(k))ken-

e Dans certaines démonstrations, nous aurons besoin d’extraire plusieurs sous-suites d’une
méme suite. Il faut donc comprendre I’élément suivant :

“Bxtraire une sous-suite, c’est composer a droite par l’extractrice.”

En effet, supposez que vous souhaitez extraire deux sous-suites consécutives d’une suite
(un)nen. Une premiére extraction grace a une extractrice ¢ : N — N vous donne une
sous-suite (U¢1(n))neN- Remarquez déja ici que (u<p1(n))n€N résulte de la composition de
u:n€e€N—wu, € Fetdep; : N — N, ie uop;. On observe bien la composition a
droite par 'extractrice. On souhaite extraire une nouvelle sous-suite. Notons v = u o @1,
c’est-a-dire v = (Vp)neN = (Ug, (n))Jnen. On extrait donc une sous-suite de (vy)nen grace a
une seconde extractrice o : N — N : (%Q(n))neN- En suivant le méme principe que pour la
premiére extraction, (%g(n))neN correspond a vowsy. Or v = uopy, donc vopy = uopyops.
Ainsi, deux extractions consécutives sur une méme suite (uy)nen donnent lieu & la sous-
suite (qulo@g(n))nGN~

Rappelons un résultat que vous connaissez certainement déja pour les suites réelles.

J Proposition 2.2

Soient (un)nen une suite de E et (uy(n))nen une sous-suite de (uyn)nen-
1) Si (un)nen converge vers £ € | alors (uy(,) )nen converge aussi vers £.
w(n)

(id) Si ([[unl])nen tend vers +oo, alors ([|uy(m)|l)nen tend vers +oo également.

e EmmEmm-———-

Démonstration. Nous ne démontrons que (i), la preuve de (i) étant trés similaire. Soit ¢ :
N — N une fonction strictement croissante et (v, )nen une sous-suite de (uy)peny donnée par
I'expression vy, = (). Nous souhaitons démontrer que (v,)nen converge vers £. Fixons ¢ > 0.
Puisque (up)nen converge vers ¢, il existe ng € N tel que pour tout n > ng, |lu, — | < e.
Comme ¢ : N — N est strictement croissante, on a ¢(ng) > ng et aussi p(n) > ¢(ng) > ng pour
tout n > ng. Au final, pour tout n > ng, on a :

—/{]| <e.

[on = €] = llugm)

Le choix de € étant arbitraire, nous avons bien démontré que (vy,)nen converge vers £. O
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__‘ Définition 2.3: Valeur d’adhérence d’une suite.

Soient (up)nen une suite de E et x € E. On dit que z est une valeur d’adhérence de
(Un)nen st il existe une sous-suite de (un)nen qui converge vers .

o mm=—=-=-

l Proposition 2.4 L

o=

Soient (uy)nen une suite de E et x € E. Alors x est une valeur d’adhérence de (up,)nen si
et seulement si

o
xem{un|n2i}.
=0

Démonstration. Supposons que x est une valeur d’adhérence de (uy)pen. Alors il existe une
extractrice ¢ : N — N telle que (uy(n))nen converge vers z. Soit j € N fixé. Il est clair que

J
(U‘P(n))an C ﬂ {un, | n >1i}.
=0

Or la suite (U‘P(n))an converge vers x et ’ensemble LO {up, | n > i} est fermé comme une
intersection de tels ensembles. On en déduit donc que

J
Vi eN, xeﬂ{un|nzz}
i=0

Ceci implique que

J 00
e ([ {unln=if=){ualn=>i}
jENi=0 i=0

Réciproquement, supposons que x € (), {un | n > i}. Nous allons construire par récurrence
une sous-suite (un, )gen telle que pour tout k € N, ||z — up, || < 2% Ceci terminera la démons-
tration puisqu’il est évident que cette sous-suite de (uy)nen converge vers .

Pour k =1 (initialisation) : Nous savons que z € {u,, | n > 1}, et donc par définition de I’adhé-
rence d'un ensemble B(z,1) N{u, | n > 1} # (). Ainsi il existe ny € N tel que u,, € B(z,1),
Le. ||z — up, || < 1.

Pour “k = k + 17 (hérédité) : Soit k > 1 et supposons que nj < ... < nj ont été construits.
On utilise alors le fait que x € {u, | n > nx + 1} pour en déduire 'existence de ng41 tel que
U, € B(w, ﬁ) On a bien ||z — up, || < 2,9%, ce qui termine la récurrence et la démons-
tration. O
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2 Ensembles compacts

Nous pouvons maintenant donner la définition d’une partie compacte d’un espace vectoriel
norme.

Définition 2.5: Ensemble Compact. L

______________________________________

o=

Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé et K une partie de E. On dit que K est un E
ensemble compact (ou une partie compacte) de E si pour toute suite d’éléments de !
K, on peut extraire une sous-suite convergente dans K. |

Pour aller plus loin : Plus rigoureusement, la définition ci-dessus correspond & la notion de
“compacité séquentielle”, ou encore & “la propriété de Bolzano—Weierstrass”.

Exemples :

e Un sous-ensemble fini K C E est un compact de E. En effet, si K = {x1,...,z,} alors
pour toute suite dans K, I'un des z; doit apparaitre une infinité de fois dans la suite (sinon
la suite elle-méme serait finie). On peut ainsi extraire une sous-suite qui est constante, donc
convergente dans K.

e Soit [a,b], ot @ < b, un intervalle de R. Alors [a,b] muni de | - | est compact. En effet,
s0it (up)nen une suite d’éléments de [a,b]. La suite (up)nen étant bornée, en vertu du
théoréme de Bolzano—Weierstrass, on peut extraire une sous-suite convergente. De plus sa
limite appartient a U'intervalle [a, b] puisque c¢’est un fermé.

En revanche (R, |.|) n’est pas compact. En effet, R n’est pas un ensemble borné alors qu'un
ensemble compact est toujours borné comme le montre la proposition suivante.

Proposition 2.6: \ 4
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Démonstration. Commencgons par démontrer que K est fermé. Nous allons utiliser la caracté-
risation séquentielle des fermés (voir Théoréme 1.23). Soit (up)nen une suite d’éléments de K
convergeant vers un élément ¢ € E. Par hypothése K est compact, donc il existe une sous-suite
de (up)nen, appelons 1a (vy,)nen, qui converge dans K. Or, d’aprés la Proposition 2.2, la limite
de (vp)nen est nécessairement £. Dot £ € K et ainsi K est fermé.

Démontrons maintenant que K est borné. Raisonnons par la contraposée et supposons donc
que K n’est pas borné, c’est-a-dire,

VM > 0,3z € K, ||z| > M.

Nous allons montrer que K n’est pas compact. Pour tout n € N, il existe x,, € N tel que
|xn|] > n. Clairement lirf |xn|| = 400 et il en est de méme pour toute suite extraite de
n—-roo

(zn)nen (voir Proposition 2.2). Par conséquent (uy,)neny n’admet pas de sous-suite convergente
(en vertu de la Proposition 1.20) et ainsi K n’est pas compact.
O

La réciproque de la proposition ci-dessus est fausse en générale : il existe des ensembles qui
sont fermés et bornés mais qui ne sont pas des compacts (c.f. T.D.). En revanche, la réciproque
est vraie si F est de dimension finie. Nous démontrerons cette derniére affirmation un peu plus
tard dans ce chapitre, mais nous pouvons déja le prouver dans le cas £ = R.
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Corollaire 2.7: Caractérisation des compacts de R.

i Soit K une partie de l'espace vectoriel normé (R, |- |). Alors K est un ensemble compact
i si et seulement si K est fermé et borné.

Démonstration. Dans un sens nous utilisons la Proposition 2.6, et dans ’autre sens nous utilisons
le théoréeme de Bolzano-Weierstrass ainsi que la caractérisation séquentielle des fermés (voir
I'exemple K = [a, b] ci-dessus). O

Terminons cette section avec I’étude des sous-ensembles fermés d’un compact.

Lemme 2.8 ’

Soit K C E un ensemble compact. Si B C K est un fermé de E, alors B est compact.

Démonstration. Soit (un)nen une suite d’éléments de B. Puisque B C K, (uy,)nen est aussi une
suite d’éléments de K. Or K est compact, donc il existe une sous-suite (un, )ken de (Un)neN
qui converge dans K ; Appelons ¢ € K sa limite. Pour terminer, d’aprés la caractérisation
séquentielle des fermés (voir le Théoréme 1.23), puisque (un)neny C B et B est un fermé nous en
déduisons que £ € B. Ceci démontre bien que toute suite de B admet une sous-suite convergente
dans B et donc que B est compact. O

Pour démontrer qu'un ensemble K C E n’est pas compact, on peut en premier lieu essayer
de déterminer si il est fermé et borné. En effet, d’aprés la Proposition 2.6, si K n’est pas fermé
ou pas borné, alors K n’est pas compact. Puis, si cela ne fonctionne pas, on peut essayer de
construire une suite e-écartée (ot € > 0) a valeurs dans K :

Si K C E contient une suite e-écartée (ou € > 0), i.e. une suite (up)neny C K telle que

Vn#EmeN, |lu, —unl >e¢,

alors K n’est pas compact.

Démonstration. Supposons que K contienne une suite (uy, )nen e-écartée avec € > 0. Alors, toute
sous-suite (u@(n))neN et également e-écartée. En particulier, (u¢(n))n€N n’est pas convergente.
En effet, si cela était le cas, on aurait l'existence de £ € E et de N € N tels que pour tout
n,m> N :

€ € €
Huap(n) - u@(m)” < ||u<p(n) - K” + Hﬁ - ugo(m)” < Z + Z = 5 <g,
ce qui contredirait I'aspect e-écartée de (uy(n))nen. On a donc démontré que (un)nen n'admet
pas de sous-suite convergente, et donc K n’est pas compact. O

3 Compacité et continuité

Tout d’abord, étudions I'image directe d’'un compact par une application continue.
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Proposition 2.10: v

Soient F et F' des espaces vectoriels normés et f : E — F une application continue. Si K
est un compact de F alors f(K) est un compact de F'.

Démonstration. Montrons que f(K) est compact. Soit (v )nen une suite dans f(K). Par dé-
finition, pour tout n € N, v, € f(K) et donc il existe u, € K tel que f(u,) = v,. Ainsi
on obtient une suite (up)neny d’éléments de K. Puisque K est compact, il existe une sous-
suite (uga(n))nEN qui converge vers un certain £ € K. Enfin, 'application f est continue et
donc (f(Up(n)))neN = (Vp(n))nen converge vers f(£) d’aprés la caractérisation séquentielle de la
continuité (Théoréme 1.29), ce qui conclut la démonstration. O

Remarque : L’image réciproque f~1(K) d'un compact K C F n’est pas nécessairement un
compact de E. Par exemple, pour f: z € R +— 0 € R nous avons {0} qui est un compact de R
mais pour autant f~1({0}) = R n’est pas compact.

E (1) Si f : E — F est continue, bijective, et de réciproque continue alors K est un
| compact de F si et seulement si f(K) est un compact de F.

(i7) Si N et N’ sont deux normes équivalentes sur E, alors K est un compact de (E, N)
si et seulement si ¢’est un compact de (E, N').

La démonstration du corollaire ci-dessus est essentiellement basé sur la Proposition 2.10,
nous la laissons au lecteur ou a la lectrice. Si f vérifie les hypothéses de (i) on dit que f est un
homéomorphisme. En particulier, un isomorphisme est un homéomorphisme qui est linéaire.

On retrouve également un résultat qui généralise un classique sur les fonctions réelles.

Corollaire 2.12

Soit f : K — R une application continue ot K un compact d’un espace vectoriel normé
E. Alors f est bornée et atteint ses bornes.

Démonstration. D’apreés la proposition précédente, f(K) est un compact de R et donc f(K) est
fermé et borné d’aprés la Proposition 2.6. Ceci montre déja que f est borné. Montrons mainte-
nant que f atteint sa borne supérieure sup,cx f(x); Le raisonnement étant identique pour la
borne inférieure, on laisse au lecteur ou a la lectrice le soin de le vérifier (ou encore, cela découle
également du résultat pour la borne supérieure et du fait que infyex f(z) = —sup,cx —f(2)).
En utilisant la caractérisation de la borne supérieure, on peut définir une suite (up)peny C K

telle que pour tout n € N :
1
f(un) > sup f(z) — —.
€K n
Par compacité de K, on extrait une sous-suite (ug(n))nen de (un)nen qui converge vers un
certain £ € K. Puisque f est continue, f(uy,(,)) tend vers f(f) lorsque n tend vers +oc. En

passant a la limite dans

f(ugo(n)) > sup f(:E) - m7

zeK
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at

on obtient que f(¢) > sup,cx f(x). Comme l'autre inégalité est évidente, on obtient bien
I'existence de £ € K tel que f(f) = sup,ex f(x). O

Et enfin nous terminons avec le cas des fonctions continues et bijectives.

J Proposition 2.13

o=

Soient E et F' des espaces vectoriels normés et f : £ — F une application continue.
On suppose que K est un compact de FE et que f : K — f(K) est une bijection. Alors
f~t: f(K) — K est continue.

Démonstration. Nous allons montrer que f~! : f(K) — K est continue par la caractérisation
séquentielle. Soit y € f(K) et soit (yn)nen une suite de f(K) qui converge vers y. Alors il existe
un unique z € K tel que f(z) = y. De méme, pour tout n € N, il existe un unique z,, € K tel
que f(zn) = yn. Il s’agit de montrer que f~'(y,) tend vers f~1(y), i.e. que z,, tend vers z. La
suite (2, )nen est & valeurs dans K qui est compact, donc elle admet une sous-suite convergente.

Soit (T4 () )nen une sous-suite de (,)nen convergeant vers un certain x’ € K. Par continuité
de f, on a

lim f (2 )) = 1)
Or, par construction f(:v‘p(n)) = Yp(n) et limy,,) = y. Par unicité de la limite, on a donc
n
f@)=yie xz=2a
En d’autres termes, nous venons de démontrer que si une sous-suite de (x,,),ecn converge, alors

sa limite est nécessairement z. Ceci implique que la suite (2, )nen elle-méme doit converger vers
x. En effet, si (z,,)nen ne converge pas vers x alors

Je >0, Vnp € N,3In > ng, |z, —z|| > e

Il est alors assez direct de construire une sous-suite (Z,,(n))nen de (zn)nen telle que |z —
Ty ()|l > € pour tout n € N, et donc aucune sous-suite de (z,, (n))nen ne peut converger vers x,
ce qui est une contradiction du raisonnement ci-dessus. On a donc bien démontré que (zy,)nen
converge vers z, i.e. (f71(yn))nen converge vers f1(y). O]

Remarques :

e Sans I’hypothése de compacité sur K, la proposition précédente n’est pas valable. Par
exemple, la fonction f : t € [0, 27[— e € C réalise une bijection entre [0, 27[ et C le cercle
de centre 0 et de rayon 1 dans C (si 'on aime pas travailler dans C, on peut voir f comme
la fonction & valeur dans R? donnée par f(t) = (cos(t),sin(t))). La fonction f est continue
(méme 1-lipschitzienne!). En revanche, f~! : 2 = ¢ € C — t € [0, 27[ n’est pas continue en
1 € C (ot en (1,0) € R? si vous préférez). En effet, si on considére la suite de terme général
Uy = €'®™=2m) € C, alors u, — 2™ =1 € C. Or fHup) =21 — 57 =21 £ 0= f71(1).
Par la caractérisation séquentielle de la continuité, f~' n’est pas continue en 1.

e Cependant, pour les fonctions de R dans R, on peut se passer de la compacité puisque nous
avons le résultat suivant (& mettre en lien avec le théoréme de la bijection) : Si I est un
intervalle de R et si f : I — J est une fonction continue et bijective, alors J = f(I) est un
intervalle, f est strictement monotone, et f~! est continue (i.e. f est un homéomorphisme).
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4 Produit d’ensembles compacts

l Définition 2.14: Produit fini d’espaces vectoriels normés.

Soient (E1, N1), ..., (En, Ny) une famille de n espaces vectoriels normés avec n > 2. Alors
on peut définir une norme sur ’espace vectoriel

n
HEi =F x ... xEn:{(xl,...,:vn) ‘VZG ﬂl,n]],xi EEZ‘}
=1

par la formule suivante :

e RS

On laissera au lecteur ou & la lectrice la vérification du fait que I'application N définit une

n
norme sur H FE;.

i=1
Remarque : Nous aurions pu définir la norme N différemment. En effet, notre choix ci-dessus
correspond & la norme 1, mais nous aurions pu choisir de nous inspirer des autres normes p. Par
exemple Noo(z) = max{N;(z;) | i = 1...n}. En fait, ce choix importe peu pour la suite de ce
chapitre puisque ces normes s’avérent étre équivalentes.

Notre prochain objectif est de montrer qu’un produit (cartésien) fini d’ensembles compacts
est compact.

Proposition 2.15 L

Soient (Eq,N1), ..., (En, Ny) des espaces vectoriels normés et Ky C Ey , ..., K, C E,
des ensembles compacts (n > 2). Alors K X ... X K, est un compact de F1 X ... X E,.

o= ===

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur n € N. L’initialisation (n = 1) est
évidente. Nous allons démontrer la propriété pour n = 2. En effet, le cas n = 2 sera trés utile
pour démontrer 1’hérédité.

Cas n = 2. Soit A un compact de Ej et B un compact de Es. Soit (u,)nen une suite d’éléments
de A x B. Alors, pour tout n € N, il existe z,, € A et y, € B tels que u,, = (zp,yn). Puisque
A est compact, (x,)neny admet une sous-suite convergente dans A. Ainsi il existe ;1 : N — N
strictement croissante telle que (xw(n))neN converge vers un certain x € A. Ensuite la suite
(Y1 (n) )nen est & valeurs dans I'ensemble compact B, donc elle admet également une sous-suite
convergente. Par conséquent, il existe @2 : N — N strictement croissante telle que (ywlom(n))neN
converge vers un certain y € B. Puisque la suite (x%(n))neN converge vers r, sa sous-suite
(xwlowg(n))HEN converge vers x également. En d’autres termes :

L [Zpr0py(n) —2llp =0 et Hm g 00,6 = yllr = 0.

On en déduit alors trés simplement que

N ((xsolotpz(n)aygmosﬁz(n)) - (mvy)) = Hxsmos&z(n) - xHE + Hy<,010<,02(n) - yHF n—>—+>oo 0.

Nous avons bien démontré que (up)nen admet une sous-suite (u
un élément (z,y) € A x B, et donc A x B est compact.

mom(n))neN qui converge vers
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Hérédité. Pour tout i € [1,k + 1], soit K; un compact de E;. Par hypothése de récurrence
K = Kj x...x K}, est un sous-ensemble compact de F; X ... X E;. Or,ona K X...x K41 =
K X Kjy1. Le cas n = 2 appliqué & K x Ky implique que K7 X ... X Kj41 est un ensemble
compact, cqfd. O

Pour aller plus loin : On peut s’interroger sur la validité d’un tel résultat pour un produit
infini d’ensembles compacts. La réponse est que cela dépend de la “topologie” que I'on choisit
de considérer sur le produit. D’un cété il y a des contre-exemples si nous définissons une norme
sur ’espace produit de maniére similaire & ce que nous avons fait ci-dessus. D’un autre coté le
théoréeme de Tychonov affirme qu’un produit quelconque d’espaces compacts, muni de la topologie
produit, est un compact.

Exercice : Soit RY l'espace vectoriel des suites a coefficients dans R, muni de la norme infinie
|(zn)nen|loo = sup,ey |Zn|. Démontrer que le sous-ensemble

[e.9]

[[-1.1 = [-1, 1" = {(@n)nen | VR €N, —1 < 2, < 1}
=1

n’est pas compact. Remarquez pourtant qu’il s’agit d’un produit dénombrable de compacts de

R.

5 Cas de la dimension finie

Nous allons appliquer les résultats des sections précédentes pour caractériser les ensembles
compacts en dimension finie. Premiérement, nous traitons le cas de (R™, ||-[|1). Pour cela, il suffit

de remarquer que
n

®™ [ 10) = [[®]-1)

=1

puis d’appliquer les résultats sur les produits cartésiens d’ensembles compacts.

Proposition 2.16: Compacité de R"” muni de la norme 1.

Démonstration. D’aprés la proposition 2.6, un ensemble compact dans un espace vectoriel normé
est toujours fermé et borné. Il suffit donc de démontrer que si K C R™ est fermé et borné alors
K est compact. Puisque K est borné, il existe M > 0 tel que pour tout = = (z1,...,z,) € K,

Jlly = |z1| + ... + |za] < M.

En particulier |z;| < M pour tout i € [1,n]. En d’autres termes :

K C ﬁ[—M, M.

D’aprés le Corollaire 2.7, ’ensemble [—M, M| est compact. Par conséquent, d’aprés la Proposi-
tion 2.15, Pensemble []7" , [—M, M] est compact. Pour terminer, K est un sous-ensemble fermé
de [~ ,[—M, M], donc A est également compact d’aprés le Lemme 2.8. O

Exactement la méme démonstration fonctionne pour C" en remplagant [— M, M] par B(0, M) =
{z € C||z| < M} qui est également un ensemble compact d’aprés le résultat (i) ci-dessous.
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Corollaire 2.17: Caractérisation des compacts de C / (C", | - [|1).

amd{ s T e e e e e e e e - ~

(1) Soit K une partie de (C,|-|). Alors K est compact si et seulement si K est fermé et
borné.

(73) Soit K une partie de (C™,||-||1). Alors K est compact si et seulement si K est fermé
et borné.

fmm Em EmEmEEmm-—---

Démonstration. Nous ne démontrons que 'assertion (7), puisque une fois (i) obtenue, la preuve
de (ii) est la méme que pour la Proposition 2.16.
La Proposition 2.6 nous donne déja un sens, montrons donc ’autre implication. Soit K un fermé
borné de (C,| - |). Remarquez que (C,| - |) peut étre identifié & (R2,| - ||2). En effet, pour tout
z,y € R:

|+ iyl = [z, y)ll2-

Autrement dit, application T : x 4+ iy € C ~— (z,y) € R? est un isomorphisme. Ainsi, K
est un compact de C si et seulement si T(K) = {(z,y) € R? | x + iy € K} est compact de
(R2,]| - ||2) (voir le Corollaire 2.11). Puis nous avons vu que les normes 1 et 2 sont équivalentes
sur R? (voir page 12). Donc, encore d’aprés le Corollaire 2.11, K est un compact de C si et
seulement si T(K) est compact de (R2,| - ||1). Comme K est fermé et borné et comme T est
un isomorphisme, T(K) est fermé et borné dans (R2,] - ||1) (cf. Corollaire 1.38). On applique
alors la Proposition 2.16 pour affirmer que T'(K) est un compact de (R?, || - [|1), ce qui termine
la démonstration. O

Théoréme 2.18: Equivalence des normes en dimension finie. ]_

Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie, alors toutes les normes sur F sont
équivalentes.

Démonstration. Notre premier objectif est de justifier que 'on peut supposer que £ = K™ ou
n = dim(F). En effet, fixons (e1,...,e,) une base de E. Si || - || et || - || sont des normes sur E,
alors on définit les applications N, N’ : K" — R, par

N(z1,...,xn) = ||z1€1 + ... Tpen| et N'(z1,...,2,) = ||z161 + ... TpER ]

Il est tres facile de vérifier que N et N’ définissent deux normes sur K™, De plus || - || et || - ||’
sont équivalentes si et seulement si N et N’ le sont. Ainsi, il suffit de raisonner sur K.

Soit NV une norme sur K. Nous allons montrer que IV est équivalente a ||-||1, ce qui montrera bien
que toutes les normes sur K" sont équivalentes entre elles. Soit (ey,...,ey,) la base canonique
de K". Tout vecteur x = (z1,...,x,) € K" s’écrit donc x = Z?Zl z;e;. En notant M =
max{N(e;) | ¢ € [1,n]} et en appliquant I'inégalité triangulaire on obtient

n n n
N(z)=N <Z me) <Y |walN(e) < MDY fa| < M|y
=1 =1 =1

On peut alors en déduire que l'application N : (E, || - |l1) — R4 est M-lipschitzienne. En effet,
la relation précédente appliquée & x — y au lieu de z ainsi que 'inégalité triangulaire renversée
nous donne :

IN(z) = N(y)l < N(z —y) < M|z -yl

En particulier N : (E, || -|1) — Ry est continue.
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Posons maintenant S; := {z € K" | ||z|l; = 1} la sphére unité de K" pour la norme 1.
Il s’agit d'un fermé borné de (K", | - ||1), et donc c’est un compact de (K", | - ||;1) d’aprés la
Proposition 2.16. Par conséquent, I’application continue N : (E, ||-]1) — R est bornée et atteint

ses bornes sur S; (voir le Corollaire 2.12). Il existe donc ¢; > 0 et ca > 0 tels que
(x) VzeS), ¢ <N(z)<c.

Remarquons que ¢ > ¢; > 0. En effet, si ¢; = 0 alors il existe x € Sy tel que N(z) = 0, ce qui
est impossible car x est non nul et N est une norme. Soit alors z € K" un vecteur non nul. On
a par homogénéité de la norme = € S7. Ainsi, d’aprés (x) on a

[ER
x
g <N (Hle> <ecp = cfz|i £ N(x) <oz
Ces inégalités sont également vérifiées si x = 0 car alors N(z) = ||z|1 = 0, ce qui conclut la

démonstration. O

Remarque : Le théoréme ci-dessus est qualitatif mais pas quantitatif : Il affirme que les normes
sont équivalentes mais il ne donne pas explicitement les constantes d’équivalences. La plupart du
temps ces constantes dépendent de la dimension (cf. T.D.).

l Théoréme 2.19: Caractérisation des compacts en dimension finie.

Dans un espace vectoriel normé E de dimension finie, une partie K est compacte si et
seulement si K est fermé et borné.

Démonstration. Par le méme argument que dans la précédente démonstration, nous pouvons
supposer que E = K". En effet, si (e1,...,e,) est une base de E alors I'application T : x =
Yo ziei € (B, |- ]]) — (x1,...,2n) € (K", N) est un isomorphisme, ot N est une norme sur
K™ donnée par I'expression :

V(z1,...,2n), N(x1,...,2n) = |z1€1 + ... Tnen

Puis, nous savons que toutes les normes sur K" sont équivalentes a la norme 1. On conclut alors

grace a la caractérisation des compacts dans (K", || - ||1) (Proposition 2.16 dans le cas K = R
et Corollaire 2.17 dans le cas K = C) et grace a la stabilité des propriétés “fermé borné” et
“compact” par passage & une norme équivalente (voir Corollaire 1.38 et Corollaire 2.11). O

Pour aller plus loin : Le théoréme de Riez (cf. T.D.) affirme que la réciproque du théoréme
précédent est vraie. Ainsi F est de dimension finie si et seulement si les compacts de E sont
exactement les fermés bornés.

Nous terminons cette section avec une derniére application de 1’équivalence des normes en
dimension finie.

__| Corollaire 2.20: Continuité des applications linéaires en dimension finie. \ 4 L_

Soient F et F' deux espaces vectoriels normés, avec E de dimension finie. Alors toute
application linéaire de FE dans F' est continue.

-———--=
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Démonstration. D’aprés le Théoréme 1.32, une application linéaire f : £ — F est continue sur
E si et seulement si il existe ¢ > 0 tel que ||f(2)||r < c||z||g pour tout x € E. Puisque E est
de dimension finie, on peut en fixer une base (ej,...,e,) et ainsi tout vecteur z € E s’écrit
T = 2?21 x;e;. Un calcul direct montre alors que

1 @)l = ||f (2)
i=1

Or, l'application N : z = Y"1 | wie; € E— > | |z;| € Ry est une norme sur E. Puisque toutes
les normes sur E sont équivalentes, il existe ¢ > 0 tel que N(z) < c||z||g pour tout z € E. Par
conséquent, en notant M = max{||f(e;)||r | 7 € [1,n]}, on a

<>zl f(en)llr
F i=1

If(@)lr < MN(z) < Mc|z||g,

ce qui termine la démonstration. O

6 BONUS : Propriété de Borel-Lebesgue

Définition 2.21: Recouvrements. L

Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E, et soit (U;);c; une famille de parties de

E.
e On dit que (U;)ier est un recouvrement de A si A C U;c; Us.

e Si de plus I est un ensemble fini, alors on dit que (U;);er est un recouvrement fini
de A.

e SiJCletACU;Ui, alors on dit que (U;)ies est un sous-recouvrement de A.

Notre prochain objectif est de montrer qu’un sous-ensemble K d’un espace vectoriel normé
FE est compact si et seulement si il vérifié la propriété de Borel-Lebesgue :

(BL) : De tout recouvrement de K par une famille d’ouverts,
on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Commencons par démontrer que, dans (BL), on peut remplacer “une famille d’ouverts” par
une “famille de boules ouvertes”.

Proposition 2.22

Un ensemble K dans un espace vectoriel normé E vérifie (BL) si et seulement si de
tout recouvrement de K par une famille de boules ouvertes, on peut extraire un sous-
recouvrement fini.

Démonstration. Le sens direct “ = 7 est évident puisque les boules ouvertes sont des ouverts.
Montrons donc I'implication réciproque. Soit (O;);e; une famille d’ouverts de E telle que K C
Uier Oi et O; est ouvert pour tout ¢ € I. Alors chaque ouvert O; peut étre écrit comme une
union de boules ouvertes. En effet, par définition, O; est ouvert si et seulement si pour tout
x € Oy, il existe r, > 0 tel que B(z,7;) C O;. Par conséquent O; = UmeOi B(z,ry;). Ainsi K
peut étre recouvert par une famille de boules ouvertes. Par hypothése, on peut en extraire un
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sous-recouvrement fini :

n
Jo1,.. o wn € B, 3, re €RY, K C | Blay,ry).
j=1
Or, par construction, chacune de ces boules est incluses dans un certain O; :

vy € [1,n], di; €I, B(a:j,rj) C OZJ

On en déduit alors un sous-recouvrement fini de la famille initiale (O;);er :

_{ Corollaire 2.23 ’

Si K C E vérifie (BL), alors K est précompact, c¢’est-a-dire

n
Ve >0, dneN, dxq,...,2p, € K, K C UB(a:i,s).
=1

L iy

| Démonstration. 11 suffit d’écrire K C (U, B(x,€) puis d’extraire un sous-recouvrement fini

en utilisant la proposition précédente. OJ

Nous arrivons enfin au résultat souhaité : Les propriétés de Bolzano—Weierstrass et de Borel—
Lebesgue sont équivalentes dans les espaces vectoriels normés.

Théoréme 2.24: Propriété de Borel-Lebesgue.

Soit K un sous-ensemble d’un espace vectoriel normé E. Alors K est compact si et seule-
ment si K vérifie (BL).

Pour aller plus loin : Dans des espaces plus généraux (espaces métriques, espaces topologiques),
la propriété de Borel-Lebesgue est en général celle qui est donnée pour définir la notion de
compacité.

Une application classique est le résultat suivant qui sera démontré en TD.

i Soient (E, |- ||) et (F,||-||r) deux espaces vectoriels normés, et K une partie compacte de
! E.Sif:K — F est continue alors f est uniformément continue sur K, i.e. :
1

Ve > 0,30 > 0¥(a,y) € K2 [le—yle<n — @) - )l <<].
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Chapitre 3

Suites de Cauchy et espaces complets

Motivation : Soit la suite (un)nen donnée par

Ent(10"/2)
YneN, u,= e
Cette suite est a valeurs dans Q (qui est un Q-espace vectoriel). Cette suite, vue comme une
suite réelle, converge dans R vers /2. Puisque la limite n’appartient pas a Q, d’aprés la définition
de limite, (up)nen n’est pas une suite convergente dans l’espace vectoriel normé (Q,|-|). En
changeant v/2 par n’importe quel réel irrationnel, on obtient ainsi une infinité de suites dans Q
qui ne converge pas dans QQ, mais qui converge vers “un point manquant & Q”. Remarquez que Q
n’est pas le seul espace vectoriel dans lequel on peut produire ce genre de suites. Par exemple,
dans le R-espace vectoriel

coo i= {(ZL‘n)neN eRY | 3ng €N, Vn > ng, z, = 0}

muni de la norme infinie ||uy||oc = sup,en |unl, la suite (up)nen de terme général
1 1
Up = (1,5,...75,0,...)

converge vers (%)neN €cy:i= {(:rn)neN cRY| lim z, = O}.
n—oo
Questions :
Mais alors, peut-on produire de tels exemples dans n’importe quel espace vectoriel normé ¢
Y a-t-il des espaces qui ne possédent pas de “points manquants” ? Comment peut-on distinguer

les suites qui divergent réellement des suites qui convergent vers “des points manquants de
E”?

En fait, il y a une propriété qui caractérise de maniére intrinséque la convergence d’une suite
vers un point manquant (i.e. la convergence dans un espace plus grand, au sens ot nous ’avons
définie dans le premier chapitre) : C’est la notion de suite de Cauchy. Si E C F' et si (up)ney C F
est une suite qui converge vers £ € F'\ E, alors

[tn = tml] < [Jun — £l +[[€ = um| — 0.
n,Mm—00

Les espaces qui ne possédent pas de points manquants, i.e ol toute suite de Cauchy converge
dans l'espace, sont appelés espaces complets (notion abstraite introduite par Fréchet en 1906).
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1 Suites de Cauchy

Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé et (u,)nen une suite de E. On dit que (uy)neN
est une suite de Cauchy si

Ve >0,dng e N,Vn,m €N, [n,m>nyg = ||up — un| <€l

Proposition 3.2

1. Toute suite convergente est de Cauchy.
2. Toute suite de Cauchy est bornée.

3. Toute suite de Cauchy possédant une valeur d’adhérence est convergente.

Démonstration. 1. Soit (un)nen une suite convergente. Nous allons démontrer que (up)neN
est une suite de Cauchy. Fixons € > 0 arbitraire. D’aprés la définition de convergence, si
{ est la limite de (up)nen alors il existe ng € N tels que pour tout n > ng, |lu, —£]] < 5.
En particulier, si n > ng et m > ng alors

€ €
lun = vmll < flun = L] + 116 = um|| < 5 + 5 =€

Ainsi, ce choix de ng convient dans la définition de suite de Cauchy.

2. Soit (up)nen une suite de Cauchy. Nous allons démontrer que (uy, )nen est une suite bornée.
D’aprés la définition de suite de Cauchy avec € = 1, il existe ng € N tel que pour tout
n,m > no, ||un — up| < 1. D’aprés U'inégalité triangulaire renversée nous en déduisons
que (avec m = ng)

Vn > mng, [Jun| <1+ [lupl|-

Posons alors m = max{||ugl|, ..., ||une—1||} puis M = max{m,1 + ||¢||}. II est facile de
vérifier que ce choix de M convient : Vn € N, [|u,|| < M.

3. Soit (un)nen une suite de Cauchy et soit (uy(,))nen Une sous-suite convergente vers un
certain £ € E. Nous allons démontrer que (up)nen converge vers £. Soit € > 0 arbitraire.
Puisque (uy)nen est une suite de Cauchy, il existe ng € N tel que

£
Vn,m e N, [n,mzno = Hun—umHgi]

Puis par définition de (u,(,))nen converge vers £, il existe ny > ng tel que
€
Vn € N, [n >ny = Husp(n) —! < 5] .
Puisque ¢ est une extractrice, nous avons ¢(n1) > n; = ¢(n1) > ng. En particulier
[un — Upmyll < § dés que n > ny > ng. On utilise alors I'inégalité triangulaire pour

conclure :

€
vz ny, fun =€ < flun = gy | + lupm) =l < 5 +5 =

N ™
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ot

A 1l existe des suites qui sont de Cauchy mais qui ne sont pas convergentes ; voir les exemples
donnés en introduction.

Remarque : Si deux normes sont équivalentes, alors une suite de Cauchy pour I'une des deux
normes est également de Cauchy pour la deuxiéme, et réciproquement. En particulier, puisque
toutes les normes sont équivalentes sur K”, si une suite est de Cauchy pour une norme sur K",
alors c’est une suite de Cauchy pour toutes les normes de K".

Les suites de Cauchy permettent de caractériser les espaces précompacts.

Proposition 3.3: (Bonus)

e=d x| e e e e e e m e EEE EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE®®®S®S®®S®®S;SS== ~

E Soit K C E un sous-ensemble borné. Les assertions suivantes sont équivalentes :
! (i) K est précompact : Ve >0, In € N, Jz1,...,2, € K, K C U, B(z;,e).

(73) Pour toute suite d’éléments de K, on peut extraire une sous-suite de Cauchy.

2 Ensemble complets

Définition 3.4: Ensemble complet dans un evn.

o e B L L “

On dit qu’un sous-ensemble K C E est complet si toute suite de Cauchy & valeurs dans
K est convergente dans K.

Exemples :

e L’espace normé (Q, |- |) n’est pas complet. En effet la suite (uy,)pen donnée par

_ Ent(10"v2)
B 107

Un

est de Cauchy mais n’est pas convergente dans Q (elle converge dans R vers v/2).
e L’espace normé (R, |- |) est complet.

Il faut s’arréter un instant sur cet exemple. Pour montrer que R est complet, il y a plusieurs
options. En fait, tout dépend de la construction de R qui vous a été présentée. Par exemple,
il est possible de construire R via les suites de Cauchy & valeurs rationnelles, et alors le
fait que R est complet n’est qu'une conséquence directe de cette construction (voir I'article
correspondant sur Wikipedia : “Construction des nombres réels”).

Mais il est fort possible que 'on vous ait simplement présenté R via 'un de ses axiomes
équivalents, tels que “la propriété de la borne supérieure”, “le théoréeme de la limite monoto-
ne” ou encore ‘“le théoréeme des segments emboités”. Dans tous les cas, vous avez alors utilisé
I'une de ces propriétés pour démontrer le théoréme de Bolzano—Weierstrass, qui peut a son
tour étre utilisé comme suit pour démontrer que R est complet. En fait on a le résultat
plus général suivant :

Théoréme 3.5

| TR R Y e m e mmm e e M N

Si E est un espace vectoriel normé (sur K = R ou C) de dimension finie, alors E est
complet.
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Démonstration. Soit (e1,...,e,) est une base de E. L’application
n
Tio=3 aiei€ (B (@1,....00) € (K", N)
i=1

est un isomorphisme, ot N est une norme sur K” donnée par I’expression :
V(z1, ... 2n), N(x1,...,25) = ||z1€1 + ... Tpep]|-

Puisque la complétude est conservée par isomorphisme, on peut donc supposer que £ = K"
(K =R ou C). Aussi, puisque toutes les normes sont équivalentes sur K", nous pouvons choisir
de travailler avec n’importe quelle norme de K”. Soit alors (uy, )nen une suite de Cauchy dans K”.
D’aprés la Proposition 3.2, (uy)nen est bornée. Donc il existe R > 0 tel que (uy,)nen C B(0, R).
Puisque B(0, R) est un fermé borné dans K" (de dimension finie), nous savons d’aprés le chapitre
précédent que B(0, R) est compact (voir Théoréme 2.19). Ainsi (up)neny admet une sous-suite
convergente (i.e. (up)neny admet une valeur d’adhérence). Nous utilisons alors de nouveau la
Proposition 3.2 pour conclure : Une suite de Cauchy qui admet une valeur d’adhérence est
convergente. O

Proposition 3.6 L

Soit K un sous-ensemble de E
1. Si K est complet alors K est fermé.

2. Si F C K et K est complet, alors F' est complet si et seulement si F' est fermé.

P

La démonstration de cette proposition est laissée en exercice (c.f. T.D.).

Exemples : Grace a la proposition précédente, nous pouvons affirmer que l'intervalle [a, b] est
complet puisqu’il est fermé dans R qui est complet. En revanche, les intervalles [a, b[, ]a,b] ou
encore |a,b] ne sont pas complets puisque ce ne sont pas des fermés de R. En fait on peut
généraliser ces résultats en dimension finie :

__[ Corollaire 3.7 L

Si K est un sous-ensemble d’un espace vectoriel normé de dimension finie, alors K est
complet si et seulement si K est fermé.
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Nous énongons la proposition suivante dans ce nouveau langage, elle servira plus tard dans
le cours.

Corollaire 3.9
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Nous terminons cette section avec la démonstration de deux théorémes. Le premier généralise
le théoréme des segments emboités dans R.
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Théoréme 3.10: Théoréme des fermés emboités. ¥

Soient F un espace vectoriel normé, K C E un sous-ensemble complet et (F),),en une
suite de sous-ensembles de K telle que :

(1) Yn € N, F), est fermé, borné et non vide;
(i) (Fn)nen est décroissante au sens de l'inclusion, i.e., Vn € N, F, 1 C Fy;

(797) Le diametre de F}, tend vers 0, i.e., diam(F,,) := sup{|lz —y|| | z,y € F,,} 0 0.
n

— T 00

Alors il existe x € K tel que (,cy Fr = {z}.

Démonstration. Soit (F,)nen une suite de sous-ensembles de K vérifiant les propriétés (i), (i)
et (iii). Pour tout n € N, F,, # () et donc il existe x,, € F,,. Nous allons montrer que la suite
(Zn)nen est de Cauchy. Fixons e > 0. D’apres (iii), il existe ng € N tel que

VneN, [n>ny = diam(F,) <¢].
Soit alors n,m > ng. D’aprés (ii), F, C Fp, et Fy,, C Fp,. Ainsi zp, &y, € Fy,. Par conséquent
|2 — zm| < sup{l|z —y[| | 2,y € Fy} = diam(Fy,) <e¢,

ce qui démontre bien que la suite (x,)nen est de Cauchy.

Ensuite (z,)neny € K et K est complet donc (x,)nen converge vers un certain z € K. On
remarque alors que chaque sous-suite (z,,),>%, K € N, est incluse dans Fj, (on utilise & nouveau
(13) ici). Or Fj est fermé et (xy,)n>k converge vers z. Par conséquent, Vk € N, x € F}, et ainsi

{z} c () Fx

keN

L’inclusion réciproque provient alors de (i74) : Si z € [\;,cy Ik alors pour tout n € N :

0 <||z—z| <diam(F,) — 0.

n—-+o0o

On a donc ||z — z| = 0, c’est a dire z = . Ainsi [, oy Fr C {2}, d’oit I'égalité. O
Remarques :

e Le théoréeme ci-dessus est & comparer avec le théoréeme des compacts emboités : Dans un
espace compact K, Uintersection de toute suite décroissante de fermés non vides est (un
compact) non vide. On laisse en exercice la démonstration de ce dernier résultat (il suffit
de s’inspirer de la premiére partie de la preuve ci-dessus).

e Considérez (F,)neny donnée par F,, = [n,+oo]. Alors (F,)pen est une suite de sous-
ensembles de R qui est complet. Que vaut alors (), cr F ?
Le probléme dans ’exemple ci-dessus est qu’aucun des ensembles F}, n’est borné, et donc
(i) et a fortiori (#4¢) ne sont pas vérifiés. En fait, il est méme possible de trouver un contre-
exemple & ce théoréme dans le cas ou (i) et (i7) sont vérifiés mais pas (iii) (cf. T.D.).

e Le théoréme ci-dessus caractérise la complétude de K dans le sens suivant : K est complet
si et seulement si K vérifie le théoréme des fermés emboités.

Nous terminons avec une nouvelle caractérisation de la compacité dans un espace vectoriel
normeé.
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Théoréme 3.11: (Bonus)

Un ensemble K C E est compact si et seulement si il est précompact et complet.

’
1
1
1
1
A3

3 Quelques exemples d’espaces de Banach

3.1 Ensemble des applications linéaires.

Soient F et F' deux espaces vectoriels normés. Rappelons que L(FE, F) désigne 1’ensemble des
applications linéaires continues de E dans F', et c’est aussi un espace vectoriel normé ot la norme

est donnée par
VT e L(E,F), |ITl|= sup [T(x)]r

]|z <1

Proposition 3.12: v

Démonstration.

Etape 1 : “Se ramener & un espace dont on sait qu’il est complet pour obtenir un candidat
potentiel pour la limite”.

Soit (T},)nen une suite dans L(E, F'). On suppose que (T,,)nen est une suite de Cauchy, et nous
souhaitons démontrer qu’elle converge. Fixons x € E. On a alors

Vn,m €N, ||To(x) = Tm(2)||F < ITn = Tl - [|2]] -

Puisque (7},)nen est de Cauchy, on peut en déduire facilement que (7, (x)),en est une suite de
Cauchy dans F. Comme F est complet, nous savons alors que la suite (7),(z))nen converge;
Notons T'(z) sa limite.

On obtient ainsi un candidat pour la limite de (7}, )nen : Papplication T': x € E — T(z) € F.
Pour conclure, nous devons montrer que 7' € L(E, F') et que nEIEoo 1T — T.|| = 0.

Etape 2 : “Montrer que le candidat pour étre a la limite appartient & espace considéré”.
Commencons par montrer que 7' € L(E, F'). La linéarité de T  s’obtient par linéarité de la limite :

T(Az+y) = lim T,(Az+y) = lim (ATh(2)+Th(y)) = A lim T, (2)+ lim T,,(y) = AT'(2)+T(y).

n—oo

Montrons maintenant la continuité de T'. Puisque (7}, )nen est de Cauchy, elle est bornée, disons
par un certain C' > 0. On a alors pour tout € F :

IT@)lr= lim [Tu@)le < lim [Tallllzlz < lm_Clalls = Cllals.

Ainsi T est continue avec ||| < C.

Etape 3 : “Montrer que le candidat est effectivement la limite de la suite étudiée”.
Enfin, démontrons que lirf 1T — Tyl = 0. Soit € > 0 fixé, et soit ng € N tel que
n—-roo

Vn,meN, [nm>ny = ||T, —Tnl| <el.

On a alors pour tout n,m > ng et pour tout € By (boule unité de E), |1, (x) — T (2)||r < e,
et on passe a la limite lorsque m — 400 pour obtenir (on utilise la continuité de la norme) :

Vn > ng, Vz € Bg, |Th(z)—T(2)||r <e.
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Un simple passage a la borne supérieure sur x € Bg permet de conclure :

Vn>no, ||IT - Tl <e.

3.2 Ensemble des fonctions continues sur un compact.

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, et soit K C E un ensemble compact. Alors on
considére I’ensemble des fonctions continues de K dans F' :

C(K,F):={f: K — F continue}.
Il s’agit d’un espace vectoriel, et on va considérer la norme infinie sur cet espace, c¢’est-a-dire :

VfeC(K,F), [flloo=suplf(z)|r.
zeK

Démonstration. La démonstration étant trés similaire & celle pour L(E, F') ci-dessus et celle
pour £, ci-dessous, elle est donc laissée en exercice. O

3.3 Ensemble des suites bornées.
Nous allons maintenant considérer ’ensemble des suites bornées & valeurs dans K :
£ = { 0y € K | sup a(h)] < o0 .
€

Muni de la norme infinie, i.e.

Vo = (x(k))ken € Lo, [|7[loc = sup [z(k)],
keN
I'ensemble ¢, (N) devient un espace vectoriel normé. Nous allons montrer que c¢’est un espace de
Banach.

Remarque : Nous notons ici (z(k))gen une suite a valeurs dans K. En effet, une suite n’est
finalement rien d’autre qu’une fonction de N dans K. De plus, cette notation s’avére étre plus
pratique dans la démonstration ci-dessous oll nous devons considérer des suites dans £, qui sont
donc des suites de suites.

Proposition 3.14

Démonstration. Soit (x,)nen une suite dans .. Donc pour tout n € N, z,, := (25, (k))ren est
une suite bornée a valeurs dans K. On suppose que (z,,)nen est de Cauchy, et nous souhaitons
démontrer qu’elle converge.

Fixons k € N (la k-iéme coordonnée). La suite (z,(k))nen est & valeurs dans K et elle vérifie :

Vn,m € N, ’xn(k) - xm(k)‘ < Sup{’xn(k) - xm(k)’ ’ ke N} = Hxn - meOO
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Puisque (2, )nen est de Cauchy, on peut en déduire assez simplement que (z,(k))nen est une
suite de Cauchy dans K. Comme K est complet, nous savons alors que la suite (z,(k))nen
converge ; Notons z(k) sa limite.

On obtient ainsi un candidat pour la limite de (2, )nen @ @ := (x(k))ren. Pour conclure, nous
devons montrer que = € /, et que ngrfoo |z — zn|loo = 0.

Commencons par montrer que z € {o, : Puisque (x,)nen est de Cauchy, il existe ng € N tel que
Vn,meN, [n,m>ny = ||zn — Tmlle < 1].

Par conséquent, pour tout n > ng et pour tout £ € N on a |z, (k) — 2, (k)| < 1. On passe alors
a la limite n — 400 et on obtient

VkeN, |z(k)—xn, (k)| < 1.
Puis, en prenant maintenant la borne supérieure sur £ € N nous en déduisons que

sup [z (k) — a5, (K)] < 1,
keN

c’est-a-~dire ||z — Tpy|loo < 1 et ainsi z € lo.
Pour montrer que lim ||z —y||cc = 0 on réalise un raisonnement parfaitement similaire : Soit
n—+o0o

e > 0 fixé, et soit ng € N tel que
Vn,meN, [nm>ny = ||zn — Zm|e < €.

On a alors pour tout n,m > ng et pour tout k € N, |z, (k) — x;, (k)| < £, et on passe a la limite
lorsque m — 400 pour obtenir

Vn > ng, Vk €N, |z(k) —z, (k)| <e.
Un simple passage a la borne supérieure sur k permet de conclure :

Vn > ng, ||z —zn|le < e

Pour aller plus loin : Pour p € [1,00[, £,(N) est I'espace vectoriel des suites p-sommables :

6p(N) = {(xn)neN e KV | Z |z |P < oo} )

n=0

Cet ensemble devient un espace vectoriel normé lorsqu’il est muni de la norme p :

S =

Ve = (Zn)nen € &, |7lp = <Z Ixnlp>

n=0

Alors (¢, - ||p) est un espace de Banach.
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4 Théoréme du point fixe

Définition 3.15: Application contractante.

e e R ~

On dit qu’une application f : E — F entre deux espaces vectoriels normés est contrac-
tante si elle est k-lipschitzienne avec k < 1, i.e.

k€ [0,1], Vo,y € B, [|f(x) = f(y)llr < Elle—ylle

o mmmmEmm----

Le résultat ci-dessous est également attribué au mathématicien francais Emile Picard.

Théoréme 3.16: Théoréme du point fixe de Banach (1920). ¥

e=d T e e ee e e e e e e m - ~

Soient F un espace vectoriel normé et K un sous-ensemble complet de F. Si f : K — K
est contractante, alors I’équation f(x) = x posséde une unique solution zy dans K.
De plus, toute suite (up)nen définie par ug € K et up11 = f(uy) converge vers .

Démonstration. La démonstration s’articule en deux étapes :

Preuve de l'unicité. L’existence étant (provisoirement) admise, prouvons que le point fixe est
nécessairement unique. On utilise un raisonnement par ’absurde. Supposons qu’il existe deux
élements x # y € K tels que f(x) = z et f(y) = y. L’application f étant contractante sur K,
il existe k € [0, 1] tel que :

[z =yl = If (=) = FW)I < kllz —yl],

ce qui est absurde, puisque k < 1.

Preuve de ’existence. On considére une suite (uy, )neny donnée par ug € K et up4+1 = f(uy). Nous
allons démontrer qu’il s’agit d’une suite de Cauchy. Pour cela, nous utilisons principalement le
fait que f est k-lipschitzienne avec k < 1. En effet, pour tout n € N* on a :

ltns s = tnll = 1 n) = Flun-1)ll < Klln — 1]l
On montre alors facilement par récurrence que :

Vn e N upt1 — un|| < E"™||ur — uo]|.
Soit alors n € N* et p € N*. Un calcul direct montre que :

ity =l < iy — gt + [yt = Unspoall - + s — i
< k:"+p—1||u1 — UOH + k”+p—2”u1 — UOH —+ ...+ k”||u1 — UQ”

p—1
= k" [Ju1 — uo| (Z k:)
=0

1—kP
1—Fk°

= k" [Jur — uo|

Comme k < 1, on en déduit que lin}r |tntp — un|| = 0, ce qui implique que la suite (up)peN
n,p——+00

)

est de Cauchy. Enfin, puisque K est complet, (u,)nen converge vers un certain zg € K. Mais
par continuité de f, on peut passer a la limite dans I'expression u,1+1 = f(uy,) et on obtient
xo = f(xp), ce qu'il fallait démontrer. O
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5 Séries dans un espace de Banach

Soit (xy)nen une suite d’éléments d’un espace de Banach E. Pour tout n € N, on pose :

n
Sp = Z T
=0

On appelle série de terme général x,, la suite (Sy,)nen, et on la note Y x,,.

Définition 3.17: Série convergente. ’

_______________________________________

=

On dit que la série >z, converge si la suite (Sy,)nen converge dans E.
oo

On note alors Z Zp sa limite et on 'appelle somme de la série.

n=0

Dans les cours de “séries numériques” et “Suites et séries de fonctions”, vous avez déja étudié
des séries dans des espaces de Banach. Par exemple, vous avez certainement démontré que pour
tout = € R, la série ) %1: converge vers e”. Dans la pratique, on commencera trés souvent par
regarder si la série est convergente dans un sens plus fort :

Définition 3.18: Série absolument convergente.

__[ Proposition 3.19

Dans un espace de Banach, toute série absolument convergente est convergente.

Démonstration. Soit Y x, une série dans un espace de Banach E. On suppose que Y x, est
absolument convergente. Nous allons montrer que la suite (Sy,)nen, Sp = Z?:o x;, est une suite
de Cauchy dans E. Puisque E est complet, cela impliquera que la suite (S, ),en est convergente,
i.e. que la série Y x,, est convergente. Fixons € > 0. Puisque la série )_ ||z, || converge, la suite

(Z:; IIfL‘iII)nEN

est de Cauchy dans R. Donc il existe Ny € N tel que si p > g > Ny, alors

P q
D llill = > sl
i=0 i=0

P
<e = Z llzi]| <e.

i=q+1
On conclut enfin grace a I'inégalité triangulaire :
P q P P
1D zi=Y il =1 ) wll< ) lall <e
i=0 i=0 i=q+1 i=q+1
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Remarque : La réciproque est fausse. En effet, dans (R, |- |) la série > # est convergente
mais n’est pas absolument convergente.

Exemple : La série de Riemann ) | n% est absolument convergente si et seulement si o > 1.

Dans le théoréme suivant, GL(E) désigne le sous-ensemble de L(E) formé par les isomor-
phismes (applications linéaires continues, bijectives, de réciproques continues) de E dans F
Autrement dit, GL(E) = Isom(F, E). Comme pour GL,(K), G et L sont les premiéres lettres
de “groupe linéaire” et font référence au fait que (GL(E), o) est un groupe. On dit souvent que u
est inversible si u € GL(E), et u™! est alors I'inverse de u. De plus, dans la suite, si u € L(E),
on utilisera la notation suivante : u™ =uo...ou.

_—

n fois

Théoréme 3.20

m | TR AR ALY e e e mm e R .

E Soient E un espace de Banach et u € L(E). Si ||[Idg —u|| < 1 alors u € GL(F) et son
! inverse est la somme de la série > (Idg —u)™.

Démonstration. L'hypotheése ||Idg —ul| < 1 assure que la série > (Idg —u)™ converge absolu-

ment. En effet
l(IdE —uw)" || < [MdE —u|",

et la série de terme générale ||Idg —ul|" converge dans R vers Par comparaison de

1
) o ) 1-[[ldg —ul*
séries & termes positifs, la série Y [||(Idg —u)"|| converge également. Puisque L(E) est un espace
complet, la série > (Idg —u)™ converge et on note

+oo
T:=> (Idg —u)" € L(E).

n=0
(Idg —u) )

—(Idg —u) o < (Idg —u)k>
k=0

Mais alors un calcul direct montre que

wo (Zn:(ldE —u)k> = (Idp—(Idg —u) (
k=0
=Idgo <i(ldE —u)*

k=0
= ( (Zn:(IdE _u)k+1>

> (g —u)k)

k=0 k=0

— (Z(IdE —u)k> ( (Idg —u)k>
k=0 k=1

= (Idg —u)’ + ( . (Idg —u)k> - (Zn:(IdE —u)k> —
k=1

k=1

~ OM:

=Idg —(Idg —u)"*!

Or, puisque [[Idg —uf| < 1, lim |[[|Idg —u)"*!{|| = 0 et donc lim (Idg —u)"™ = 0. Ainsi,
n—+oo n—+o0o

on passe a la limite dans 1’égalité ci-dessus et on obtient
uwol =Idg.

Enfin, on peut réaliser le méme raisonnement pour montrer que 7'ou = Idg. Une autre maniére
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d’obtenir ce résultat est d’affirmer que u commute avec toute puissance de u et par conséquent
n n
uo <Z(IdE —u)k> = (Z(Id;; —u)k> ou
k=0 k=0

pour tout entier naturel n, et ainsi par passage a la limite Tou = uwoT = Idg. Autrement dit,
u est inversible et son inverse est T'. O

Corollaire 3.21 L

L’ensemble GL(E) est un ouvert de L(E). l

Démonstration. Soit T' € GL(E). On pose r := H\Tilflm On va démontrer que B(T',r) C GL(E).

Soit u € B(T,r). Alors par un calcul direct on a

T~ e =Tl = 177" = 77 o T = |77 (w = D < T Il = Tl < 77 {f}r = 1.
D’aprés le théoréme précédent, T 1w est inversible, ce qui implique que w est inversible. O
A titre d’exemple, nous allons étudier une série particuliére dans I’espace de Banach (L(E), [|-||) :

Définition 3.22: Exponentielle d’endomorphismes. L

Si E est un espace de Banach et si u € L(E) alors la série ) %I: est absolument convergente
et donc convergente.
On note expu sa limite, et on I'appelle [’exponentielle de l’endomorphisme u.

- emmmom
-——mm e =

Le fait que la série %C est absolument convergente se vérifie de la maniére suivante. Si
k € N alors
1 | o
<

K~ k7

uk

Kl

et la série de terme générale |||1;€|'|| converge vers exp ||uf|. Donc la série ) ‘H%m est également

convergente (par comparaison de séries a termes positifs).

Proposition 3.23: Quelques propriétés de ’exponentielle d’endomor-
phismes.

Soient E un espace de Banach et u € L(E).
(i) exp(Idg) = exp(1)Idg;
) llexp(w)lll < exp(fllull) ;
(73i) Siw et v commutent alors exp(u + v) = exp(u) o exp(v) ;
)
)

(13

(1v) exp(u) est inversible d’inverse exp(—u);

(v

L’application u € L(E) — exp(u) € GL(FE) est continue.

La démonstration de cette proposition sera effectuée en T.D.

De la méme maniére, on peut définir 'exponentielle d’'une matrice M € M,,(K) comme suit
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Ut
at

(& noter que le produit matriciel remplace la composition d’endomorphisme).

_J Définition 3.24: Exponentielle de matrices.

Si M € M,,(K) alors la série ) ]‘g—,k est absolument convergente et donc convergente.
On note exp M sa limite, et on 'appelle l’exponentielle de la matrice u.

-————— =y
e mm-——

Les propriétés de l'exponentielle de matrices M € M, (K) — exp M € GL,(K) sont simi-
laire & celles de I'exponentielle d’endomorphismes ci-dessus. Pour terminer, donnons un exemple
concret de calcul de exp M.

Exemple : Si D = Diag(dy,...,d,) alors exp D = Diag(e®,...,e%). Puis si M est diagona-
lisable, alors il existe une matrice diagonale D et une matrice inversible P € GL,(K) tel que
M = P~ 'DP. On peut montrer alors que exp M = P~lexp DP, ce qui permet de calculer
simplement 1’exponentielle de matrices diagonalisables.

6 Complété d’un evn

Pour aller plus loin : La construction de R par les suites de Cauchy dans Q produit finalement
un ensemble complet R qui est tel que Q peut étre identifié comme un sous-espace dense de R.
Cette construction est en fait plus générale, comme le montre le théoréme ci-dessous.

Théoréme 3.25 L

Si E est un espace vectoriel normé, alors il existe un espace de Banach E et une application
linéaire j : £ — FE telle que :
e j(E) est dense dans F';

L’ensemble E est unique & isométrie prés, c’est-a-dire que si E’ et j : E — E’ vérifient les
propriétés ci-dessus, alors il existe une isométrie linéaire surjective I : E — E' telle que
/

| e j est une isométrie, i.e, Yo,y € E, [|j(x) — j(y)llz = [z — vl &
i J =10y

Le théoréme ci-dessus est admis.

l Définition 3.26: Complété d’un espace vectoriel normeé.

Si E est un espace vectoriel normé, alors I'espace de Banach E donné par le théoréme
ci-dessus est appelé le complété de E.

-y

N

Exemples : R est le complété de Q et (co, || - ||) est le complété de (cqo, || - |loo) O1

o i= { (@l € X tim o) =0}

n—-+00

oo i= {(ff(n))neN e K" | 3ng €N, Vn > ng, z(n) = O} :
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Chapitre 4

Connexité

Motivation : L’idée de la connexité est de donner une définition rigoureuse au concept
g
“étre d’un seul morceau”.

Ce concept peut vous faire penser a la continuité des fonctions réelles, avec par exemple la
phrase classique : “une fonction est continue si on peut en tracer son graphe sans lever le crayon
(autrement dit en un seul trait — le graphe est en un seul morceau)”. Cette phrase refléte
une propriété importante : I'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
On cherche donc une généralisation naturelle des intervalles, que ’on appellera parties connexes,
congue de maniére a ce que les parties connexes de R soient exactement ses intervalles, et destinée
& parvenir a un résultat du type :

“I'image d’une partie connexe par une fonction continue est une partie connexe”.

L’une des définitions possibles de la connexité s’inspire fortement de la discussion ci-dessus : C
est connexe si toute fonction continue sur C' et a valeurs dans {0,1} est constante. En fait, il
s’agit plutot d’une caractérisation fonctionnelle, d’ou la question

Question :

Quelle définition (intrinséque) pour la notion de connexité ?

Nous aborderons également une autre notion de connexité, plus forte que celle mentionnée
ci-dessus, appelée connexité par arcs. Heuristiquement, une partie C' d’'un espace vectoriel normé
est connexe par arcs si on peut relier chaque couple de points (x,y) € C? par un chemin continue
& valeurs dans C.

La connexité posséde de nombreuses applications (nous en présenterons quelques-unes, no-
tamment au calcul différentiel). Par exemple, la connexité est un outil qui permet “des passages
du local au global” : Etant donné une propriété (P), comment montrer que tous les points de E
vérifient cette propriété ? Une fagon de procéder, lorsque 'espace est connexe, est de montrer que
le sous-ensemble des éléments vérifiant (P) est a la fois ouvert et fermé (on peut mentionner le
théoréme global de Cauchy-Lipschitz). Enfin, la connexité est également une notion qui permet
de classifier les objets topologiques.

Historiquement, la connexité fut définie par G. Cantor sur la droite réelle (1883), méme si
la notion dans son principe fut précédemment discutée par B. Riemann (1851). La définition
moderne dans 'espace euclidien n-dimensionnel est due & C. Jordan (1893), puis & N. J. Lennes
qui la généralisa ensuite (1906 puis 1911), avant la systématisation réalisée par F. Hausdorff
(1914).
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4.1. PARTIES CONNEXES 58

1 Parties connexes

__‘ Définition 4.1: Parties connexes.

Une partie A de E est dite connexe si elle vérifie 'une des deux définitions équivalentes
suivantes :

(7) I n’existe pas de recouvrement de A en deux ouverts disjoints non vides de A.

E 01 et Os ouverts de A
! A=01UO0O9 =— A=010ud=0;,.
l O1N0Oy=10

(73) Il n’existe pas de recouvrement de A en deux fermés disjoints non vides de A.

Fy et Fy fermés de A
A=FNUFL = A= F;ouAd=F.
Flﬂng(D

Dans le cas ot A = F, on dit que F est un espace conneze.

A Dans la définition ci-dessus, nous employons bien les termes “ouverts de A” et “fermés de
A”. Rappelons les régles de la topologie induite. On dit que O est un ouvert de A si c¢’est la trace
sur A d’un ouvert de F, c’est-a-dire l'intersection d’un ouvert O’ de E avec A : O = O' N A.
De méme, F est un fermé de A s’il existe un fermé F’ de E tel que F' = F' N A. On peut donc
reformuler les définitions ci-dessus en termes d’ouverts et fermés de E comme suit : A est une
partie connexe de F si et seulement si

01 et Oy ouverts de E
ACO1UO, = ACOjo0udcCOy
O1NOsNA=1

si et seulement si
Fi et Fy fermés de F
AC FiUFy = ACFioudCF,.
FlﬁFgﬂA:(Z)

Remarque : Si A = O U Oy avec O; et Os ouverts disjoints de A, alors O = A\ Oz et
Oy = A\ O; sont des fermés disjoints de A (qui recouvrent A).

Exemples : Il est assez facile d’observer que I’ensemble vide et les singletons sont toujours des
parties connexes de E. On se place dans l'espace E = R. Alors I'ensemble A =| — oo, —1] U
[1,400[ n’est pas un ensemble connexe. En effet, | — 0o, —1] et [1, 400 sont deux fermés de A,
ils recouvrent A, et ne s’intersectent pas. De méme, Q n’est pas une partie connexe de R puisque
Q C] — 00, v2[U]V/2, +0c0[ est union de deux ouverts disjoints de R. En revanche, nous allons
montrer que les intervalles sont des parties connexes de R.

L’ensemble A dessiné & droite est connexe
alors que ’ensemble B n’est 1’est pas.

@
09
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Théoréme 4.2 L

E L’intervalle [0, 1] est un connexe de R.

Démonstration. Nous allons raisonner par ’absurde. Supposons que [0, 1] n’est pas connexe.
Il existe donc deux ouverts non vides de [0, 1], disons O; et Oa, tels que [0,1] = O1 U Oz et
01N O3 = . Quitte a inverser les roles, nous pouvons supposer que 1 € Oy. Puisque O7 est un
sous-ensemble non vide et majoré de R, il admet une borne supérieure :

Posons s := sup O;.

Clairement 0 < s < 1. De plus, le fait que O3 soit un ouvert de [0, 1] tel que 1 € Oy implique
Pexistence de r > 0 tel que B(1,r) N [0,1] C Oz. En d’autres termes, |1 —r,1] C O2, ce qui
justifie que s < 1 — 7 et donc que s < 1.

D’un autre coté, nous savons que O1 = [0, 1]\ Oz et que O3 est un ouvert de [0, 1]. Par conséquent
O1 est un fermé de A. Or, par la caractérisation de la borne supérieure (Ve > 0, 3x € Oy,
s>x >s—e¢), s est limite d'une suite d’éléments de O; (pour tout n € N, prendre z,, € E tel
que s > x, > s — 1/2™). Nous en déduisons que s € Op. Mais O; est également un ouvert de
[0, 1], donc il existe 6 > 0 tel que s+ < 1 et |s—d, s+ d[= B(s,d)N[0,1] C O1. Nous obtenons
alors que s + % € 01, ce qui contredit la définition de s. O

En fait, les connexes de R sont exactement les intervalles. Ce résultat pourrait étre démontré
“a la main” dés maintenant, mais non préférons emprunter un chemin de preuve plus court qui
nécessite d’autres notions (introduites un peu plus tard dans ce chapitre). Nous allons maintenant
démontrer une série de propriétés sur la connexité, & commencer par la caractérisation ci-dessous.

Proposition 4.3

i Une partie A dans E est connexe si et seulement si les seuls ensembles qui sont a la fois
i ouverts et fermés dans A sont A et ().

Démonstration. Supposons que A est un ensemble connexe. Si S C A est a la fois ouvert et
fermé dans A, alors on peut écrire que A = SU (A \ S) qui est un recouvrement de A en deux
ouverts (et fermés!) disjoints. Par conséquent S = A ou A\ S = A, ie S =10.

Réciproquement, supposons que les seuls ensembles & la fois ouverts et fermés de A soient A et
(. Soient alors O1, O3 deux ouverts de A tels que A = O1 U Oy et O1 N Oy = (). Ceci implique
que O1 = A\ Oy, et donc O; est un fermé de A comme complémentaire d’un ouvert de A. Ainsi
O est a la fois ouvert et fermé dans A, et donc O; = A ou O1 = (). Le second cas implique que
Oy = A, ce qui termine la démonstration. O

Proposition 4.4: Caractérisation de la connexité via la continuité.

Soit A une partie de E. Alors A est connexe si et seulement si toute application continue
f:A—{0,1} est constante.

Pour démontrer proprement cette proposition, il faut étre conscient que I’on munit {0,1} de

la topologie induite par ’espace normé R (voir page 14). Ainsi le sous-ensemble {0} est a la fois
ouvert dans {0,1} (car on peut écrire par exemple {0} =] — 3, 3[ N {0,1}) et fermé dans {0, 1}

(car on peut écrire par exemple {0} = {0} N {0,1}). De méme pour le sous-ensemble {1}.
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Démonstration. “ =" : Soit f : A — {0, 1} une application continue. On pose Fp := f~1({0})
et Fy := f~1({1}). D’aprés la discussion ci-dessus, Fyy est un sous-ensemble fermé de A en tant
qu’image réciproque du fermé {0} par une application continue. De méme pour Fj. De plus, il
est facile de voir que A = Fy U Fy et clairement Fy N F; = (). Puisque A est connexe, on en
déduit que A = Fy ou alors que A = F, ce qui implique que f est constante.

“ <= " Soit O1 et Oy deux ouverts disjoints de A tels que A = O; U O2. On considére la
fonction f: A — {0,1} la fonction définie par

1 sizeO
vz e, f(x):{o simGOgl.

Observez que f~1({0,1}) = A, f~1({0}) = Oq, f~1({1}) = Oy et f~1(0) = 0. Par conséquent
I'image réciproque de tout ouvert de {0,1} est un ouvert de A, et donc f est continue. Par
hypothése, f doit alors étre constante, c’est-a-dire A = O1 ou alors A = Os. O

Le corollaire ci-dessous est trés utile pour démontrer qu’une partie est connexe.

Corollaire 4.5

Soient F, F' deux espaces vectoriels normés, A C E et f : A — F une application continue.
Si A est une partie connexe de E, alors f(A) est une partie connexe de F'.

Démonstration. Nous allons appliquer la proposition précédente : Soit h : f(A) — {0,1} une
application continue. Alors ho f: A — {0,1} est également continue par composition de deux
telles fonctions. Or A est connexe par hypothése, donc h o f est constante, ce qui implique
également que h doit étre constante. O

A L’image réciproque d’un connexe par une application continue n’est pas nécessairement un
connexe. Par exemple f : 2 € R — 22 — 1 € R est continue, nous avons démontré que [0;1] est
connexe, mais pour autant f~1([0,1]) = [-v/2, —1] U [1,1/2] n’est pas un connexe de R.

) J Proposition 4.6

Soit (A;)ier une famille de parties connexes de E. Si pour tous ¢,j € I, A;NA; # 0, alors
Uier Ai est connexe.

Démonstration. Nous allons utiliser la caractérisation de la connexité via la continuité, c’est-
a-dire la Proposition 4.4. Soit f : (J;c; 4i — {0,1} une application continue. La restriction
fla, : A; — {0,1} est une application continue sur un connexe, donc elle doit étre constante.
Notons ¢; € {0,1} cette constante. Nous allons montrer que ¢; = ¢; pour tous i # j, ce qui
impliquera que f est constante sur | J;c; A;, et donc que (J;c; A; est connexe. Pour i # j € [ fixé,
il existe par hypothése z € A; N A;. Comme f(A4;) = {¢;}, on a f(z) = ¢; car x € A;. De méme
f(A;) = {c;} et donc f(x) = ¢j car x € Aj. Ainsi ¢; = ¢j, ce qui termine la démonstration. 0O
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union union

@)
A Sans I’hypothése sur I'intersection, la pro- @

position précédente est fausse. De plus U'inter- non connexe connexe
. . 2, int i int i
section de deux parties connexes n’est pas né- mesen Fen

. ( \
cessalrement connexe. ] \ A ‘

connexe

non connexe

Remarque : Remarquez que la proposition précédente s’applique lorsque (),c; A; # 0.y a
d’autres hypothéses qui assurent qu'une union d’ensembles connexes est connexe. Par exemple :

e Soit (A;)ien une suite de parties connexes de E telle que pour tout i € N, A; N A; 41 # 0,
alors | J;cn Ai est connexe.

Terminons avec la proposition ci-dessous que sera démontrée en T.D.

l Proposition 4.7 L

o=

Si A est une partie connexe de E et si B est une partie telle que A C B C A, alors B est
connexe également.

2 Connexité par arcs

Soit A une partie de E.

________________________________________

Définition 4.8: Notion de chemin. ’

On appelle chemin dans A toute application continue v : [a,b] — Aol a < b € R. E
On dit alors que v est un chemin qui joint z = y(a) a y = y(b), et I'image y([a,b]) du !
chemin s’appelle un arc. |

s m -

Exemple : Dans l'espace E = R? muni de la
norme euclidienne, I’application Y

v:t€[0,1]  (cos(rt),sin(rt)) € R?

est un chemin de E qui joint (1,0) a (—1,0).

Un autre chemin joignant ces deux points est - e
donné par 7' : t € [0,1] — t(—1,0) + (1 — (=1,0) ~' (1,0)
t)(1,0).

Remarque : Dans la définition de chemin, on peut toujours supposer que [a,b] = [0,1] par
composition avec ’homéomorphisme ¢ € [a,b] — =% € [0,1].

Définition 4.9: Une relation d’équivalence.

-——mm e =
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__| Proposition 4.11: v

—————- ==

Démonstration.

Montrons qu’il s’agit bien d’une relation d’équivalence.

o Réflerivité : Le chemin constant v : ¢ € [0,1] — = € A relie z & lui-méme, donc x ~ T

e Symétrie : Si y1 : [0,1] — A est un chemin qui joint x a y (i.e. ~ y), alors le chemin

72 : [0,1] — A donné par vo(t) := 1 (1 — ¢) joint y & x, et donc y N

o Transitivité : Supposons que 71 : [0,1] — A joint = & y et que 2 : [0,1] — A joint y & z.

Alors on peut définir un chemin reliant = & z comme suit :

Définition 4.10: Connexité par arc. ‘

Un ensemble A C E est connexe par arcs si pour tous x,y € A, il existe un chemin -~y
qui joint les points x et y. Autrement dit, A est connexe par arcs si pour tous z,y € A :

Rappelons que A C E est convexe si

Ve,y e A, YA€ [0,1], X+ (1—N)ye A

(1) Si A C E est convexe, alors A est connexe par arc.

(1) Si A C E est connexe par arcs, alors A est connexe.

par
y:tel[0,1] — (1 —t)x +ty.

Il est en effet facile de vérifier que cette application est lipschitzienne donc continue :

ve,t' e [0,1], [If@) = FE =11t =)y = (t = )] = [t = '[[|l= — y]|.

___________________________________________________________________________

cCEmEmmE-=-—--

(i) Soient = # y € A fixés, un chemin joignant les points = et y est donné

(#4) Soit f : A — {0,1} une application continue. Soient x,y € A arbitraires. Nous allons

montrer que f(x) = f(y) et donc que f est constante. Il existe une application continue
v :[0,1] — A telle que v(0) = = et v(1) = y. L’application f o~ : [0,1] — {0,1} est
continue, donc constante car [0, 1] est connexe (voir le Théoréme 4.2). Par conséquent
for(a) = for(b), c'est-a-dire f(z) = f(y). L’application f est donc constante, et A est
connexe d’aprés la Proposition 4.4. Si A C F est connexe par arcs, alors A est connexe.
O

On retiendra donc que

Convexe —> Connexe par arcs —> Connexe.

Remarque : Bien que la réciproque de la proposition précédente soit fausse en toute généralité
(cf. T.D.), la connexité par arcs est une notion trés utile pour montrer qu’un ensemble est connexe,
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nous verrons des exemples. En revanche la situation est différente dans le cas des sous-ensembles
de R, comme le montre le théoréme ci-dessous.

Théoréme 4.12: Les parties connexes de R. A 4

Soit A C R. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) A est un intervalle.

)
(i)
)
)

(iii
(iv) A est connexe.

A est convexe.

A est connexe par arcs.

Démonstration. “(i) = (ii)” : Cette implication découle simplement des définitions. En effet,
supposons que A C R est un intervalle, et considérons z,y € A et A € [0, 1]. Quitte & inverser
les roles, on peut supposer que x < y. On a alors

r<r+(1-Ny-—z)=+{1-ANy=y—-ANy—2z)<y.

Puisque z € A et y € A, nous en déduisons que Az + (1 — \)y par définition de “A est un
intervalle”.

“(11) = (i19)” et “(i11) = (iv)” sont contenues dans la Proposition 4.11.

“(iv) = (4)” : Montrons que si A est connexe alors A est un intervalle. Nous allons raisonner
par la contraposée. Supposons donc que A C R n’est pas un intervalle. Alors il existe x,y € A
et z € Rtel que z < z < yet z € A En fait, puisque z € A, ¢ < z < y. On a ainsi
A C] — 00, z[U]z, +00], et ces deux derniers intervalles sont des ouverts non vides et disjoints
de R. Puisque z €] —o00,z[ N A et y €]z,+00[ N A, on a A ] — 00, z[ et A ¢]z,+00], ce qui
montre que A n’est pas connexe. O

Pour aller plus loin : Il n’y a pas de caractérisation aussi simple des parties connexes de R? pour
d > 2. Leur structure peut étre plus compliquée, nous verrons quelques exemples. En revanche
nous avons le résultat suivant :

Théoréme 4.13 L

Une partie ouverte A d’un espace vectoriel normé F est connexe si et seulement si elle est
connexe par arcs.

| Démonstration. Admis. O

La proposition ci-dessous est évidente, nous laissons donc sa démonstration en exercice.

Proposition 4.14
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3 Composantes connexes

Définition 4.15: Une nouvelle relation d’équivalence.

Montrons qu’il s’agit bien d’une relation d’équivalence.
o Réflexivité : Le singleton {z} est une partie connexe de A contenant x, d’ott z R4 .
o Symétrie : Il est clair que si x R4 y alors y R4 .

o Transitivité : Supposons que x R4 y et y Ra z. Il existe donc une partie connexe C
contenant x et y, et une partie connexe Cy contenant y et z. On pose alors C := Cy U Cs.
Puisque y € C1 N Co, C # 0 et donc C' est connexe d’aprés la Proposition 4.6. De plus, C
contient a la fois = et z, donc x R4 z.

Définition 4.16: Composantes connexes.

La classe d’équivalence d’un élément x € A pour la relation R 4, c’est-a-dire I’ensemble
C(z):={z€ A| zRa x},

est appelé la composante connexe de x dans A. Les classes d’équivalence pour R4
constituent donc les composantes connexes de A.

o mm o mm e m ===

Proposition 4.17 L

Soit A C E et x € A. Alors C(x) est égal a 'union de tous les connexes contenant x.
En particulier, C'(x) est connexe et fermé dans A.

===

Démonstration. Notons P l’ensemble des parties connexes de A contenant z. Nous allons rai-
sonner par équivalence :

z € C(x) <= 3 C une partie connexe de A telle que x € C et z € C
<~ JCePtelquex,zel

— z€ UB.
Bep

Pour terminer, C'(z) est un connexe de A en tant qu'union d’ensembles connexes dont l'inter-
section est non vide (Proposition 4.6). Par conséquent, C(z) est également connexe d’aprés la
Proposition 4.7. On a donc C(z) C Upep B = C(x), ce qui implique que C(z) = C(x) et donc
que C(z) est une fermé de A. O

Remarques :
e Si A est connexe, alors il n’y a qu'une seule composante connexe puisque Va € A : C'(x) = A.

e La composante connexe C'(x) n’est pas nécessairement un ouvert de A. Par exemple si
A=Qet x =0, alors C(z) = {0} qui n’est pas un ouvert de A.

e Les composantes connexes de A forment une partition de A (c’est le cas des classes d’équi-
valences pour n’importe quelle relation d’équivalence).
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(

Exemple : A votre avis, quelles sont les 5 composantes connexes .
de I'ensemble A formé par les formes bleues ci-contre ?

Et de plus on a le résultat suivant :

Proposition 4.18

Si A = ;7 Ci ot les C; sont deux a deux disjoints, connexes, fermés non vides dans A
(respectivement ouverts non vides dans A), alors les C; sont les composantes connexes de

Démonstration. 11 suffit de rédiger la preuve dans le cas ot les C; sont des fermés de A (si les
C; sont des ouverts de A, alors A\ C; = |J;, Cj et un ouvert de A, et donc les C; sont aussi
des fermés de A). Nous allons démontrer que

Vee A, iel, C(x)=C;

ce qui implique le résultat souhaité.

Soit C(z) la composante connexe d’'un point z € A. Puisque la famille (C;);c; forme une
partition de A, il existe un unique ¢ € I tel que = € C;. L’ensemble C(x) U C; est alors connexe
d’apres la Proposition 4.6. Puisque C(x) est la plus grande composante connexe content x, on
a nécessairement C(z) = C(z) UC; et donc C; C C(x). Il reste & montrer I'inclusion réciproque
C(x) C C;. Pour cela il suffit d’observer que le raisonnement précédent, ainsi que le fait que la
la famille (C;);er forme une partition de A, implique que C(x) est égal a la réunion des C; qu’il

cz= J ¢
j€elI
C;NC(z)£0

rencontre :

Or, C(z) ne peut rencontrer plusieurs C; a la fois car sinon il se partagerait en une union de
fermés disjoints et non vides, ce qui contredirait sa connexité. Ainsi il existe un seul i € I tel
que C(z)NC; # 0 et en fait C(x) = C;.

O

Exemple : Prenons A = R*. Clairement R* n’est pas un intervalle et donc R* n’est pas connexe.
En revanche, nous pouvons écrire que R* =] — 00,0[ U ]0, 4+o00[. Ces deux derniers intervalles
constituent donc les composantes connexes de R*. Par exemple C'(—1) =] — 00, 0[= C(z) dés que
z <0, et C(1) =)0, +oo[= C(z) dés que z > 0.

4 Quelques exemples dans M,,(K)
Dans toute cette partie, on considére des sous-ensembles de 1’espace vectoriel normé M, (K)

(M, (K) étant de dimension finie, toutes les normes y sont équivalentes, on pourra donc choisir
celle qui nous arrange le mieux). Nous allons étudier le groupe linéaire d’ordre n :

GL,(K) := {M € M, (K) | M est inversible}.

Nous souhaitons déterminer les composantes connexes de GL,,(K), pour K = R ou C. Commen-
cons avec les scalaires complexes.
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Lemme 4.19 ’

Si M € M, (K) et f:]0,1] — K est une application continue, alors 'application

F:tel0,1] — f(t)M € M, (K) est continue.

| Démonstration. 11 suffit d’observer que si s,t € [0,1] alors ||F'(s) — F(t)|| < |f(s) — f(t)] || M]],

puis d’utiliser la continuité de f. O

Démonstration. Soit M, N € GL,(C). L’application P : C — C définie par
Vz€C, P(z)=det(2M + (1—2)N)

est polynomiale. De plus, elle est non nulle car P(0) = det(N) # 0 et P(1) = det(M) # 0. Elle
s’annule donc sur un ensemble fini S. Comme C \ S est connexe par arcs, il existe un chemin
v:[0,1] — C\ S tel que v(0) =0 et y(1) = 1. Finalement, on définit I" : [0, 1] — GL,(C) par

Ve [0,1], T(t) =~4(t)M + (1 —~7(t))N.

Grace au Lemme 4.19, 'application I' est continue comme somme de deux telles fonctions.
De plus I'(0) = N, I'(1) = M et par construction det(I'(¢)) # 0 pour tout t € [0, 1]. Donc
I':[0,1] - GL,(C) est un chemin continu reliant N a M. O

Le cas de GL,,(R) est un petit peu plus délicat...

Proposition 4.21

Démonstration. Puisque M est inversible si et seulement si det(M) # 0, on a alors
GL,(R) = GL}(R) U GL, (R).

L’application det étant continue de M,,(R) dans R, les ensembles GL (R) = det™*(]0, +o0[) et
GL,, (R) = det™!(] — 00, 0]) sont ouverts. Il suffit donc de montrer qu'’ils sont connexes d’aprés la
Proposition 4.18. De plus, GL;, (R) est 'image continue de GL;} (R) via I'application M + DM,
ou D est la matrice diagonale Diag(di,...,d,) ot di = —1 et d; = 1 si ¢ > 2. 1l suffit donc
d’établir la connexité de GL;! (R), puisque GL;, (R) sera alors également connexe comme image
d’un connexe par une application continue.

Soit M € GL;(R). On définit la matrice diagonale D := Diag(1,...,1,det(M)). On a alors
det(MD™1) = det(M) det(D™1) = det(M) det(D) ™! = det(M) det(M) ! = 1.

Ainsi MD1 € SL,,(R).
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Fait : SL,(R) est engendré par les matrices de transvections, i.e. les matrices de la forme
T(a) := I, +aE;;, aveca € R eti# j, ou E;; est la matrice avec des zéros partout, sauf le
terme situé a la i-eme ligne et la j-éme colonne qui vaut 1.

Il existe donc des matrices de transvections T'(\1),...,T(\.) € SL,(R) telles que MD~! =
T(M\1)---T (M) ou encore,
M=TOM)--T(\)D.

On définit alors 71 : [0,1] — GL (R) par
vVt € [0, 1], ’Yl(t) = T(t)\l) cee T(t)\T)D.

L’application 7 est continue et & valeurs dans GL; (R) (simplement calculer le déterminant)
et de plus v1(0) = D et 1(1) = M. On peut donc relier D € GL(R) & M € GL} (R) par
un chemin continue. Pour conclure, on peut trés facilement construire un chemin continue dans
GL;} (R) qui relie I, & D : yo(t) = Diag(1,...,1,¢tdet(M) + (1 — t)). Au final, puisque “~” est
une relation d’équivalence, il existe un chemin continue de I,, vers M pour tout M € GL; (R) :
GL; (R) est connexe par arcs. O

5 Quelques applications de la connexité

5.1 A l'analyse réelle

Un corollaire direct de la caractérisation des connexes de R est le résultat trés classique
ci-dessous.
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Remarque : Une autre maniére d’énoncer la conclusion, en utilisant la définition d’un intervalle,
est la suivante : Si a < b € I et si y est compris entre f(a) et f(b), alors il existe = € [a, ] tel
que y = £(2).
Démonstration. Le Théoréme 4.12 assure que I est une partie connexe de R. Puis I'image d’un
connexe par une application continue est connexe d’aprés la Proposition 4.5. Ainsi f([) est
également un connexe de R, et donc c¢’est un intervalle de nouveau d’aprés le Théoréme 4.12. [

Corollaire 4.23: Théoréme du point fixe de Brouwer en dimension 1.

Démonstration. Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction continue. On sait que f(a) > a et f(b) < b.
Soit ¢ la fonction définie par g(z) = f(x) — x. Alors g(a) > 0 et g(b) < 0. Ainsi, d’aprés le
théoréme des valeurs intermédiaires, g s’annule en au moins un point sur [a,b|, ce qui implique
que f admet au moins un point fixe. O

Nous nous intéressons maintenant a un résultat démontré par Gaston Darboux en 1875 qui
étend le théoréme des valeurs intermédiaires aux fonctions non nécessairement continues mais
seulement dérivées de fonctions réelles.
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Démonstration du théoréeme de Darbouz. Posons A = {(z,y) € I? | z < y}. Il est facile de
vérifier que cet ensemble est convexe, donc il est en particulier connexe. Soit alors I'application
F: A — R définie par

f(x) = fy)

F(z,y) = Ty

Par continuité de f, si (zg,y0) € A alors

lim F(x,y) = F(xo,y0).
Aoy | ) = Fl@o-30)

Donc F' est continue sur A. Par conséquent B := F'(A) est un connexe de R comme image
continue d’un connexe. Nous allons démontrer que

B c f'(I) c B.

D’aprés la Proposition 4.7, ceci impliquera que f’(I) est un connexe de R, c’est-a-dire un
intervalle.

e B C f/(I): Soit F(x,y) € B. D’apres le théoréme des accroissements finis, il existe
¢ €]z, y[ tel que f'(¢) = F(z,y). Cest exactement dire que F'(z,y) € f/(I).

e f'(I) C B : Soit z¢ € I. Par définition, f'(z¢) = lim F(z,x¢). En particulier,
T—T0

f(wo) = lim F(z,z0) id.e. f'(wg)= lim F(x,xo).
iz;‘((l) A3(z,z0)—(z0,70)

Ainsi f/(zg) € B en tant que limite d’une suite d’éléments de B.

5.2 A la classification topologique

Soient A une partie d'un espace vectoriel normé FE et B une partie d’un espace vectoriel
normé F'.

Définition 4.25: Homéomorphisme.

P e o ~

On dit qu’une fonction f : A — B est un homéomorphisme de A dans B si f est
continue, bijective, de réciproque f~!: B — A continue.
On dit que A et B sont homéomorphe si il existe un homéomorphisme de A dans B.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
Vo o o M M R R M M M S RN S RN A RN N RN AN RN GE SN BN S RN M BN AN RN AN SN GE SN BN M RN M RN N MR N SN GN M GE M RN M RN M M M M M M M M o

La notion de connexité peut parfois étre utilisée pour démontrer que deux ensembles A C F
et B C F ne sont pas homéomorphe. Nous allons présenter la méthode a travers un exemple.

Proposition 4.26: v

La droite R et le plan R? ne sont pas homéomorphes, i.e., il n’existe pas d’application
continue, bijective, a réciproque continue entre ces deux ensembles.
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Démonstration. Supposons que f : R? — R soit un homéomorphisme. Notons (zg, 7o) I'unique
antécédent de 0. Alors la restriction flg2\ ((z9,y0)} R2\ {(z0,y0)} — R* est un homéomorphisme
également. Or, R* n’est pas connexe car ce n’est pas un intervalle, et on peut facilement observer
que R2\ {(x0,%0)} est connexe par arcs (donc connexe). C’est une contradiction car I'image
d’un connexe par une application continue doit étre connexe. O

En utilisant une méthode similaire, on peut également montrer que
“Deux intervalles de R de nature différente ne sont pas homéomorphes.”

Par exemple que A = [0, 1] n’est pas homéomorphe & B =]0, 1[. En effet, remarquez que A\ {0} =
10, 1] est connexe alors que B\ {0} n’est plus un intervalle, donc n’est plus connexe. Ainsi si f
était un homéomorphisme de A sur B, B\ {O} devrait étre homéomorphe a A\ {0}, ce qui est
impossible.

5.3 D’autres applications

Pour aller plus loin : La notion de connexité posséde de nombreuses applications dans d’autres
domaines des mathématiques. On peut mentionner son utilisation dans la démonstration de
I'unicité globale du Théoréme de Cauchy-Lipschitz (équations différentielles, Voir ici). On peut
mentionner également son utilisation plus que récurrente en Analyse complexe (principe du
maximum, principe du prolongement analytique, principe des zéros isolés, théoréme de Runge,
etc).
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Chapitre 5

Calcul différentiel abstrait

Motivation : Arrivé au dernier chapitre de ce cours, vous devriez commencer & comprendre
que 'une des idées principales est de généraliser des concepts, des résultats connus, & un contexte
plus général : celui des espaces vectoriels normés. C’est & nouveau ce que nous allons développer
ici. Vous connaissez déja les notions importantes du calcul différentiel pour les fonctions de
plusieurs variables, i.e. les fonctions f : R™ — R™. En particulier, une notion centrale est celle de
“fonction différentiable”, qui généralise déja la notion de ‘“fonction dérivable” lorsque la variable
est réelle. Grace aux éléments introduits dans les chapitres précédents, nous allons étre en mesure
de définir mais surtout étudier une notion de différentiabilité pour les fonctions entre espaces
vectoriels normés généraux. En fait, la généralisation est assez immédiate :

Définition dans R" : Une application f : R" — R™ est différentiable en a € R"™ s’il existe
une application linéaire L € L(R™ R™) telle que pour tout h € R™, on a

fla+h)= f(a)+ L(h) + ||h][e(h) avec lim e(h)=0.

h—>0Rn

Définition dans un evn : Une application f : E — F est différentiable en a € E s’il existe
une application linéaire continue L € L(E, F) telle que pour tout h € E, on a

fla+h) = f(a) + L(h) + ||h||lge(h) avec hlim e(h) =0.

—0g

La seule différence est I'ajout de 'hypothése de continuité sur L, puisqu’elle est automatique en
dimension finie. Cette hypothése supplémentaire semble assez naturelle pour conserver 'impli-
cation “différentiable = continue”. La principale nouveauté n’est donc pas la définition, mais
plutét I'utilisation de la notion de connexité qui permet de retrouver des résultats classiques
comme : “Si une fonction f : U — F a une différentielle nulle sur un ouvert connexe U, alors
f est constante”. Attention, tous les résultats de ’analyse réelle ne se généralisent pas néces-
sairement en dimensions supérieures (c’est le cas par exemple du théoréme de Rolle; c¢f T.D.).

Rappelons que le calcul différentiel (ou infinitésimal), co-inventé par Newton (1642-1727) et
Leibniz (1646-1716), est souvent considéré comme 'une des grandes découvertes de ’humanité.
Il permet en particulier de formuler un grand nombre de lois de la physique et de la mécanique
en termes d’équations différentielles (EDO) et aux dérivées partielles (EDP) (mécaniques des
solides, des fluides, propagation de la chaleur, des ondes, etc). La résolution de ces équations
permet de déduire des conséquences macroscopiques (météo, climat, déplacements des planétes,
etc) et quantitatives des lois microscopiques de la physique. Le calcul différentiel permet aussi
de traiter les problémes d’optimisation : il s’agit de trouver le minimum (ou le maximum) d’une
fonction numérique f : X — R ol X peut étre une partie d’un espace vectoriel normé.
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1 Rappels de L2 : Notions de dérivées en plusieurs variables

Nous commencons ce chapitre par une série de rappels de I'année derniére. Dans toute cette
partie, U est un ouvert de R” (n > 1) et f : U — R™ est une fonction. On note également
(er)}_; la base canonique de R".

Définition 5.1: Dérivées partielles.

i On dit que la k-iéme dérivée partielle de f existe au point a = (ay,...,a,) € U si |
i Tapplication {
: t}_>f(ala”'aak‘—lvak+taak+17"'7an) :
: ) :
! (définie sur un voisinage de 0 dans R) est dérivable en 0. On note alors a—f(a) € R™ cette !
‘ L '
! k-iéme dérivée partielle, i.e. :
i af (a :limf(a17°"aak—17ak+t)ak+17"'7an)_f(a) :1lmf(a+t€k)_f(a) E
i oxp t—0 t t—0 t !

En oubliant les notations peut-étre un peu désagréables, cette définition est trés simple :
on considére toutes les variables comme constantes sauf une, et on dérive par rapport a cette
variable.

Remarques :

0
1. II ne faut pas perdre de vue que 8—(a) est un élément de R™. En particulier, si la dérivée
T

0

partielle de f existe pour tout a € U, on obtient une application 8—f : U — R™, qu'on
T

appelle bien entendu la k-iéme dérivée partielle de f.

0
2. Si U est un ouvert de R?, les variables se notent en général (z,y, z) et on écrit plutot a—f,
iy
oy 0z P Ox1’ Oxy  Ox3

3. Interprétation géométrique : Pour une fonction d’une variable, la dérivée est la pente de
la tangente au graphe de la fonction (le graphe étant alors une courbe). Pour une fonction
de deux variables (z,y) — f(x,y) € R, les dérivées partielles indiquent les pentes au graphe
de f selon certaines directions (le graphe étant ici une surface). Plus précisément :

. g—i(:po,yo) est la pente du graphe de f en (x¢,yp) suivant la direction de l'axe (Ox).
En effet cette pente est celle de la tangente a la courbe z = f(z,yp) et est donnée par
la dérivée de = — f(x,yp) en xg, c’est donc bien %(mo, Yo)-

. %(mo, yo) est la pente du graphe de f en (zg,yp) suivant la direction de 'axe (Oy).

Sur la figure de gauche, la dérivée partielle % indique la pente de la tranche paralléle a
laxe (Ox) (en orange). Sur la figure de droite, la dérivée partielle %5 indique la pente de
la tranche paralléle a 'axe (Oy) (en vert).
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Exemple : On considére la fonction f: R? — R donnée par

flx,y) = mz%ﬁ si (z,y) # (0,0)

0 sinon.

0
Pour (z,y) # (0,0), on peut obtenir la dérivée partielle de 8—f(:1:,y) simplement en dérivant
x

I'expression de f par rapport & z, en considérant y comme une constante. Un calcul direct
montre alors que

O ey = Lol
9c Y = w2

.0 . . .
De méme, on obtient a—f(a;, y) en dérivant lexpression de f par rapport & y, en considérant x
Y
comime une constante :
af x> — zy?

T,Y) = —5——o—.

oy Y = @y

En revanche, comme f est définie par morceau en (0, 0), il faut revenir a la définition pour obtenir
les dérivées partielles en (0,0) :

ﬁ(o,o) iy JEO SO0 0 0;
ox t—0 t t—0 t
ﬁ(0,0) g OO SO0y 0,
8y t—0 t t—0 t

Ainsi, f admet des dérivées partielles en (0,0). En revanche, il est intéressant de remarquer que
f n’est pas continue en (0,0) puisque

2 1

li t,t) =lim —— = = = :

lim f(2,) lim 5 = 3 # 0= f(0,0)

L’exemple ci-dessus montre que ’étude des dérivées partielles ne répond pas & toutes nos attentes
puisqu’une fonction peut avoir des dérivées partielles sans étre continue. L’existence des dérivées
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partielles en (0,0) pour une fonction f définie sur R? assure que f “parait continue” tant qu’on se
déplace le long de I'axes des abscisses ou des ordonnées. Dans I'exemple précédent, le probléme
vient du fait que ce n’est plus du tout le cas si on s’approche du point (0,0) en suivant par
exemple la droite d’équation z = y. Ce probléme peut étre évité si au lieu de ne considérer
que les dérivées partielles, c’est-a-dire les dérivées selon les directions données par les axes, on
considére les dérivées selon toutes les directions possibles :

__________________________________

Définition 5.2: Dérivées directionnelles. L

E On dit que f : U — R™ admet une dériwée en a € U suivant la direction v € R"\ {0} E
' sil'application ¢ : t — f(a +tv) (définie sur un voisinage de 0 dans R) est dérivable en 0. |
i On note alors D, f(a) € R™ cette dérivée directionnelle, i.e. l

Remarque : La k-iéme dérivée partielle de f en a n’est rien d’autre que la dérivée directionnelle

de f en a suivant la direction e, = (0,...,0, %, 0...,0). En d’autres termes : D, f(a) = ;)f(a).
Tk

k
Malheureusement cette nouvelle définition ne résout pas notre probléme, puisqu’une fonction
peut admettre des dérivées selon tout vecteur en un point sans pour autant étre continue en ce
point. Considérons par exemple I'application f : R> — R définie par

y  sinon.

Alors f admet des dérivées selon tout vecteur en (0,0) : Vv = (vy,v) € R2,

3,3
tovy
t2vq

sl v 0
Dy f(0,0) = lim 17

t—0 t t—0

tvg siv; =0

En revanche, une nouvelle fois f n’est pas continue en Ope :

t3
1 3 = 1 _— = =
%LI% f(t at) - %LI% 13 1 7& 0 f(oa 0)

Il nous faut donc une notion encore plus forte pour espérer obtenir une meilleure généralisation
de la notion de dérivabilité des fonctions de plusieurs variables. Pour cela, on va s’inspirer de la
caractérisation de la dérivabilité via les développements limités. Rappelons que f : R — R est
dérivable en a € R si et seulement si f admet un développement limité en a a l'ordre 1, i.e. il
existe ¢ € R ainsi qu’une fonction € : R — R telle que

Vh € R, f(a+h) = f(a) + ch + he(h) avec lim e(h) = 0.

—0

Rappelons alors que ¢ = f’(a) et que l'application h € R +— ch € R est linéaire.
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Définition 5.3: Applications différentiables.

On dit qu'une application f: U — R™ est différentiable en a s’il existe une application
linéaire L € L(R™,R™) ainsi que € : R" — R™ telle que pour tout h dans un voisinage de
Ogrn (tel que a+h € U), on a

fla+h)= f(a)+ L(h) + ||h][e(h) avec lim e(h)=0.

h—>0]Rn

On note alors df(a) := L qui est appelée la différentielle de [ en a. Si f est différen-
tiable en tout point de U, on dit que f est différentiable sur U.

Remarques : Dans la définition ci-dessus, on voit apparaitre le terme ||h|| sans pour autant
préciser la norme choisie. Rappelons que le choix de la norme n’a aucune importance ici puisque
toutes les normes sur R™ sont équivalentes (Théoréme 2.18). Ensuite, si I est un intervalle de R
alors f: I — R est une application différentiable en a € I si et seulement si f est dérivable en a
avec :

VheR, df(a)(t) = f'(a)h.

La notion d’application différentiable est mieux adapté pour généraliser la notion de dérivabilité,
comme le montre les relations ci-dessous :

e Si f est différentiable en a alors f est continue en a.
e Si f est différentiable en a, alors elle est dérivable en a suivant tout vecteur v € R™ \ {0}
et ona D,f(a) =df(a)(v)

0
e En particulier, D, f(a) = a—f(a) =df(a)(e) et ainsi

T

Vh = (hi,...hp) € R, df(a)(h) = ;hiaxi (a).

e Toute combinaison linéaire d’application différentiable est une application différentiable.
e Laf:R" - R™et g:R”™ — RP sont différentiables, alors go f : R™ — RP est différentiable

avec dg o f(a) = dg(f(a)) o df(a).

Le résultat suivant s’avére extrémement utile en pratique.

l Théoréme 5.4: Fonctions de classe C! ]_

1. Si toutes les dérivées partielles de f sont définies et continues au voisinage de a € U,
alors f est différentiable en a.

2. Si toutes les dérivées partielles de f sont définies et continues sur U, alors f est
différentiable sur U et de plus € U — df(z) € L(R™,R™) est continue.

- -y
- mmememEmmem ===

Si f vérifie le point 2. du théoréme précédent, on dit que f est de classe C! sur U.

Remarque : Ce n’est pas parce que f est différentiable en a que les dérivées partielles sont
continues en a, méme en dimension 1! Il y a des fonctions f : R — R dérivables en un point mais
pour autant la dérivée n’est pas continue en ce point ; considérer par exemple f(z) = x?sin(1/z)

siz#0et f(x) =0sixz=0.

Nous terminons cette section avec le point de vue matriciel, qui permet bien souvent, en
pratique, de simplifier les calculs.
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Définition 5.5: Vecteur gradient

Soit U un ouvert de R" et soit f : U — R une application admettant des dérivées partielles
en un point a € U. Le vecteur

Vfa):=

On peut alors retrouver facilement I'expression de la différentielle de f en a via le vecteur
gradient et le produit scalaire usuel dans R :

Vhe R, df(@)(h) = (Vf(@).h) = > kgl (a)

=1

Interprétation du gradient : Le vecteur gradient indique la direction de plus grande “pente”.

Autrement dit, si le gradient d’une fonction est différent de zéro en un point a, la direction
du gradient est la direction dans laquelle la fonction augmente le plus rapidement a partir de
a. Pour illustrer plus facilement cette interprétation, prenons f : R? — R. Concrétement, vous
pouvez imaginer que f(z,y) représente I'altitude d’un point de coordonnées (x,y) sur une carte.
L’ensemble {(z,y) | f(z,y) = k} avec k € R fixé est appelé ligne de niveau k (c’est donc tous
les points sur la carte ayant une altitude égale a k). Le vecteur gradient V f(xo,yo) indique la
direction qui maximise l’altitude, c’est-a-dire, en partant de (zo, yo) de niveau k, il faut démarrer
en suivant la direction du gradient V f(zg,yo) si l'on veut passer au niveau k¥’ > k le plus
vite possible. Ainsi, en montagne, si vous voulez prendre la pente la plus dure, il faut suivre le
gradient de la fonction altitude. Si vous voulez descendre le plus possible, il faut au contraire
suivre la direction opposée. De plus, si vous voulez garder la méme altitude, c¢’est-a-dire rester
sur votre ligne de niveau, il faut alors suivre une direction orthogonale au gradient (“le gradient
est orthogonal aux lignes de niveau”).

grad f(xo, yo)

(560, Yo

On revient maintenant au cas d’'une fonction f : U — R™ ou U est un ouvert de R". De
maniére assez classique, on écrit (f;)", les fonctions composantes de f. Chaque fonction f; va
donc de U C R™ dans R. En fait, pour retenir ’expression de la matrice jacobienne, il est plus
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-~
=~

simple d’écrire ces composantes en vecteur colonne, i.e.

fi(@)
f(z) = :
fm ()

Définition 5.6: Matrice jacobienne L

e=d Y e eaememmEmEmEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE®®®S®:®Ss=&§

On suppose que chaque f; posséde des dérivées partielles en a € U. La matrice jacobienne
de f au point @ est la matrice :

| i) ... r(a) i

81‘ o1 OTn
el = (gr@), ., = | :
1==n \92@) ... %)

Remarque : La matrice jacobienne d’une fonction de R dans R™ a donc m lignes et n colonnes.
De plus, lorsque f est différentiable en a, la matrice Jac(f)(a) n’est rien d’autre que la matrice
de df(a) € L(R™,R™) dans les bases canoniques. Pour ne pas se tromper dans 'écriture de
Jac(f)(a) il faut juste ne pas oublier d’écrire f(a) comme un vecteur colonne.

La matrice jacobienne permet donc de retrouver l'expression de la différentielle assez sim-
plement. En effet, pour a € U et h € R™, on a df(a)(h) € R™. Si on note les composantes
de df(a)(h) sous forme d’'un vecteur colonne, noté df(a)(h)t, alors il suffit d’appliquer le calcul
matricel suivant :

h1
df(a)(h)" = Jac(f)(a) | :
hy,
En particulier, la formule de la différentielle d’'une composition dg o f(a) = dg(f(a)) o df(a)
devient

Jac(g o f)(a) = Jac(g)(f(a)) - Jac(f)(a).

2 Différentielle abstraite et IAF

Nous allons maintenant considérer des fonctions entre deux espaces vectoriels normés FE et
F'. Plus précisément soit f : U — F ou U est un ouvert de F. Comme précisé dans 'introduction
de ce chapitre, la définition ci-dessous n’a pas grand chose de nouveau, mis a part I’hypothése
de continuité sur L.

J Do v Aviralfestiter St e,

Soit @ € U. On dit qu’une application f : U — F est différentiable en a s’il existe une
application linéaire continue L € L(E,F) et € : E — F tels que, pour tout h dans un
voisinage de O (tel que a+h € U), on a
fla+h) = f(a) + L(h) + ||h||pe(h) avec hli%l e(h) =0.
—UE

On note alors df(a) := L qui est appelée la différentielle de [ en a. Si f est différen-
tiable en tout point de U, on dit que f est différentiable sur U.

Remarques :
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1. De maniére équivalente, f est différentiable en «a s’il existe une application linéaire continue
L € L(E,F) telle que

i Mflat+h) = fla) - LW)|F _

h—0 ol &
a+helU

0.

2. 1l est implicite dans la définition d’application différentiable que Iapplication L € L(E, F)
est unique. En effet, si L1 et Lo vérifie la définition de f est différentiable en a, on a alors
pour tout h € F :

Li(h) = La(h) = (f(a+h) = f(a) = [hl[ze1(h) = (fla+h) = fa) = [kl pe2(R))
= [Pz (e1(h) — e2(h))

Soit alors ¢t > 0. On évalue 1’égalité précédente en th puis on fait tendre ¢ vers 0 :

Ly(th) — La(th) = [|th||e (e1(th) — e2(th))
= t(L1(h) — La(h)) = t||h]|g(e1(th) — e2(th))
= Li(h) = La(h) = [[hl|p(e1(th) — e2(th)) —

t—
— Ll(h) = Lg(h).
O
Exemple : Si T € L(E, F), alors T est une application différentiable sur E et pour tout a € E,
Vh e E, dT(a)(h)=T(h).
En effet, T(a 4+ h) = T'(a) + T'(h), ce qui est la définition de T" différentiable en a avec dT'(x) =
TeL(E,F)etelh)=0p,Vh e E.
Comme en dimension finie, on a les régles ci-dessous; les preuves sont identiques et donc
laisser en exercice.

e Si f est différentiable en a, alors f est continue en a.

e Si f:U — Fetg:U— F sont différentiables en a € U, et si A\, u € R, alors Af 4+ pug est
différentiable en a avec

d(Af + png) = Adf(a) + pdg(a).

e Si f: E — F est différentiable a, et si g : F — G est différentiable en f(a), alors
go f: E — G est différentiable en a avec dg o f(a) = dg(f(a)) odf(a).

Définition 5.8: Application de classe C'.

On dit qu’une application f : U — F est de classe C' sur U si f est différentiable sur
U et si sa différentielle df : x € U — df(z) € L(E, F) est continue.

____________________________________________________________________________

Le résultat suivant généralise I'inégalité des accroissements finis pour les fonctions d’une
variable réelle mais a valeurs vectorielles.

----------------------------------------------------------

'_l Théoréme 5.9 ’

Soient F' un espace vectoriel normé et f : [a,b] — F une application continue sur [a, b] et
dérivable sur |a, b[. Alors :
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Démonstration. Notons M := sup {| f'(c)|lr | ¢ €la,b[}. Si M = +oo, alors l'inégalité est
clairement vérifiée. On suppose donc que M < +o0o. Soient € > 0 et x,y € R tels que a < z <
y < b. Nous allons démontrer que

1f(z) = fW)llr < (M +e)|z —yl.

Pour cela, nous considérons 'ensemble S := {t € [z,y] | [|f(t) — f(2)|Fr < (M + ¢)|t — z|}.
Puisque la fonction
Fit=|[f(t) = f()llr — (M +e)|t — ]

est continue sur [z,y], S = F~1(] — 00, 0]) est un sous-ensemble fermé de [z, y]. De plus, z € S
donc S est non vide. On peut donc en considérer sa borne supérieure : ¢ := sup(S). Remarquez
que ¢ € S puisque S est fermé.

Montrons par 'absurde que ¢ = y. Si ¢ < y, alors par définition de la différentielle, il existe
d > 0 tel que pour tout h € [—0, 9],

1f(c+h) = f(O)llr < ldf ()R +elhl = (£ ()l + )h] < (M +&)|h].

Autrement dit, si d = ¢+ 0 alors || f(d) — f(¢)||lr < (M +¢€)|d — ¢|. Mais alors on a par inégalité
triangulaire :

1f(d)=f@)lr < [If(d)=fOlr+lf(0)=f(@)|r < (Mte)(d—c)+(M+e)(c—z) = (M+e)(d—2),
c’est-a-dire d € S. Cela contredit la définition de ¢, et donc nécessairement ¢ = y.

Pour conclure, comme le choix de £ > 0 est arbitraire, nous avons démontré que pour tous
z,y ERtelsque a <z <y <b,

1f (@) = f)llr < M|z —yl.

Par continuité de f, cette inégalité reste vraie pour x = a et y = b, ce qui termine la démons-
tration. 0

Nous en déduisons maintenant l'inégalité des accroissements finis pour les fonctions vecto-
rielles.

__[ Corollaire 5.10: Inégalité des accroissements finis.

_________________________

Soient F, F' des espaces vectoriels normés et f : U — F une application différentiable sur
un ouvert U C E. Si U est convexe et si il existe & > 0 tel que [|df(a)|| < k pour tout
a € U, alors application f est k-lipschitzienne sur U, c’est-a-dire :

Démonstration. 1l s’agit d’une conséquence directe du théoréme précédent. En effet, si z,y € U,
alors
[w,y] = {to+(1—ty | te 0,1} C U

car U est convexe. On pose alors v : t € [0,1] — tx+(1—t)y € Eetg:t €[0,1] — f(y(t)) € F.
L’application g est différentiable sur [0, 1] par composition, et on a pour tout ¢ € [0,1] :

VheR, dg(c)(h) = df(y(c) e dy(c)(h) = df (v(c)) (h(z — ).

79



5.3. APPLICATIONS 80

Le théoréme précédent appliqué a g donne alors (on rappelle que ¢'(¢) = dg(c)(1)) :

1f(2) = FW)llr = llg(1) = 9(0)[|
<sup {|lg'(0)r | c €]0, 1]}
= sup {[df (v(c) (= = y)llr | ¢ €]0, 1[}.
< sup {[[df(v()lllz = ylle |  €]0,1[}
< kllz —ylle-

3 Applications

La premiére conséquence de l'inégalité des accroissements finis est la généralisation de “si
/=0 sur |a,b[, alors f est constante sur |a, b[”".

Corollaire 5.11: ¥

Soient E et F' des espaces normés et f : U — F une application différentiable sur un
ouvert U C E. Si U est connexe et si df(x) = 0 pour tout = € U, alors f est constante
sur U.

Démonstration. Soient zg € U et C :={x € U | f(x) = f(x0)} = f1({f(z0)}). I est clair que
C est un fermé de U comme image réciproque d’un fermé par une application continue. D’un
autre coté, si z € C, il existe r > 0 tel que B(z,r) C U. Or, B(z,r) est un ensemble convexe
donc, d’apreés le théoréme précédent, si y € Bz, r) alors

|f(z) = f()|lr <0llz -yl =0.

Ainsi f(y) = f(x), ce qui démontre que B(z,7) C C et donc que C est un ouvert. Or U est
connexe, donc les seuls ensembles a la fois ouverts et fermés dans U sont () et U. Or, C # () car
xg € C, donc C = U et f est constante. O

En dimension finie, nous obtenons également le résultat suivant :

__| Corollaire 5.12: v

Soient U un ouvert de R™, F' un espace vectoriel normé et f : U — F. Si f est de classe
C! sur U alors f est lipschitzienne sur toute boule fermée B C U.

Démonstration. Puis B est un fermé borné en dimension finie, il s’agit d’une partie compacte.
Par continuité de la différentielle, df est bornée sur B : IM > 0, Vo € B, ||df(z)|| < M. De
plus, la boule B est également convexe, donc il suffit d’appliquer 'inégalité des accroissements
finis pour en déduire que f est M-lipschitzienne. O

La troisiéme conséquence que nous allons présenter est aussi en dimension finie, il s’agit d’un
résultat que vous connaissez déja.
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Corollaire 5.13: Caractérisation des applications de classe C.

Soient U un ouvert de R™ et f : U — R™. Alors toutes les dérivées partielles de f existent
et sont continues sur U si et seulement si f est de classe C sur U.

Démonstration. Commencons par le sens le plus facile : “ <= ". On suppose que f est de classe
C!. On rappelle que nous avons la relation

Ji
5o (@) = df () ex),

ot z € U et ¢; est le i-éme vecteur de la base canonique de R". Or, 'application d.;, : L €
L(R™",R™) — L(e;) est linéaire et continue. En effet, la linéarité est facile a vérifier, et on a
clairement

[10e; (L) [[rm = [|L(€q) [[rm < [[[L|[les |-

0
On peut écrire 8f = 0d¢, o df, qui est alors continue sur U par composition d’applications
T

continues.

13

Passons maintenant au sens “ = ”. Pour simplifier les estimations, on munit R" et R™ de

la norme || - ||; (sans perte de généralités puisque toutes les normes sur R sont équivalentes).
Soit @ € U. Montrons que f est différentiable en a. Nous connaissons le candidat pour la
différentielle :

L:heR"+—h; ) € R™.
- Z 7
Il s’agit donc de montrer que

Soit € > 0. Pour j € [1,n], on note
° Uj:hjej:(0,...,0,}1]',0...,0);
° zj:(a1—i—hl,...,aj_l+hj_1,aj,...,an);
® 21 =a+ h.

Un calcul direct (somme télescopique) montre que

fla+h)— ZfZ]H (2)) = Y _ f(z +u)) = f(2)-
j=1
On a alors par inégalité triangulaire
|f(a+h) = fla) |<ZHf 2+ ) = flz) - ]a (=), + 1l ZH - <>H1

Pour j € [1,n], on pose g; : t € [0,1] — f(2; + tu;) — f(2;). Puisque f admet des dérivés
partielles sur U, on en déduit que g; est dérivable sur [0,1]. En effet, si tg € [0,1] alors

9i(t +t0) —gj(to) _ f(z+ (E+to)uy) — f(z +tow;) _ f(z + tou; + tuy) — f(z5 + touy)

t t t
- f(Zj + tou; + thjej) — f(Zj + touj) .
= - by
th;
of
;; hj . 875](% + tou]').
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Par somme, si on pose ¢; : t € [0,1] — f(z; +tu;) — f(25) — thj%(zj), on a ; dérivable sur
J
[0, 1] avec

of of
@i(t) = hjaTjj(zj + tuj) — hjaTjj(zj)

D’aprés 'inégalité des accroissements finis dans le cas des fonctions de [0,1] dans R™, i.e.
Théoréme 5.9, on obtient

Hf(zﬁug')—f(Zﬁ—hjgxfj(zj')Hl=Hsoj(l) 23Ol < sup {[l&5(8)l1 | ¢ €]0,1[}
< tslsun {3 e+ tu) = L) 1 ¢ o]

Par continuité des dérivées partielles il existe r > 0 tel que pour tous x,y € B(a,r) et pour

ng - 8% H . En particulier si h € B(a,r),

tout j € [1,n], on a ‘

of

]Zn; Hf(Zj +u5) = f(z5) — hjg;;(Zj)H < ]Zn; |hj| sup {Hgg{;(zj + tuj) — &nj(zj)H1 't €], 1[}

" € 5
< — < — .
<> Ihylos < S lAlh
7j=1
De méme on a
" of of €
Al +—(2) — 5(a) SRl
JZ;H@% J Ox; H 2

On vient de démontrer que pour tout h € B(a,r), on a

[f(a+h) = fla) = L(h)|lL < e[l

Or, € > 0 et arbitraire, on en déduit donc que f est différentiable en a avec df(a) = L.

Il reste a vérifier la continuité de df sur U. Pour a,b € U, et h € R™, on a
ldf(@)(r) = df @) () < ||h|rlz H - ).
J

Par conséquent

)

lldf(a) - af v |H<ZH 6%()

et ainsi la continuité de df est une conséquence directe de la continuité des dérivées partielles.
O
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